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1.  I n t r o d u c ti o n  

1. 1.  M o d eli n g  St r at e gi e s  f o r  N o ni g n o r a bl e  Mi s si n g  D at a  

H a n dli n g  mi s si n g  d at a  i s a n  i n e vit a bl e i s s u e i n m a n y  e m pi ri c al  st u di e s,  e s p e -
ci all y  w h e n  t h e  d at a  a r e  di r e ctl y  c oll e ct e d  f r o m h u m a n  b ei n g s  o r  st r o n gl y  li n k e d 
t o t h e  s u bj e ct s’  b e h a vi o r s.  B r o a dl y  s p e a ki n g,  t h e r e  a r e  t w o  t y p e s  of  mi s si n g  
d at a  d e p e n di n g  o n  t h e  st r u ct u r e  of  t h e  mi s si n g  d at a  p r o p e n sit y,  w hi c h  i s t h e  
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p r o b a bilit y  t h at  a  v a ri a bl e  i s mi s si n g.  T h e  mi s si n g  d at a  i s c all e d  mi s si n g  at  
r a n d o m  o r  i g n o r a bl e [1 5 ] if t h e  p r o p e n sit y  of  mi s si n g  d at a  d e p e n d s  o nl y  o n  t h e  
o b s e r v e d  v al u e s.  I n a p pli c ati o n s,  h o w e v e r,  t h e  pr o p e n sit y  i s u s u all y  n o ni g n o r -
a bl e  i n t h e  s e n s e  t h at  it s di st ri b uti o n  n ot  o nl y  d e p e n d s  o n  o b s e r v e d  d at a  b ut  
al s o  u n o b s e r v e d  o n e s.  N o ni g n o r a bl e  mi s si n g  d at a  a r e  pr e v al e nt  i n s u r v e y s  i n 
s o ci al  s ci e n c e s  a s  w ell  a s  i n p ati e nt  r e p o rt e d  o ut c o m e s  i n bi o m e di c al  st u di e s  
[4 , 1 2 , 5 , 1 0 ]. H e n c e,  it i s i m p e r ati v e t h at  w e  cl o s el y  st u d y  e sti m ati o n  u n d e r  t hi s  
s etti n g  a n d  di s c u s s  t h e  di ffi c ulti e s  e n c o u nt e r e d.  

I n t hi s  p a p e r,  w e  u s e  Y  t o d e n ot e  a n  u ni v a ri at e  o ut c o m e  v a ri a bl e  a n d  X  
t o d e n ot e  a  p - di m e n si o n al c o v a ri at e.  We  c o n si d e r  t h e  sit u ati o n  t h at  X  i s f ull y 
o b s e r v e d  b ut  Y  i s s u bj e ct  t o n o ni g n o r a bl e  mi s si n g n e s s.  We  e n c o d e  R  a s  t h e  
i n di c at o r of  o b s e r vi n g  Y  , i n t h at  R  “ 1 if  Y  i s o b s e r v e d  a n d  R  “ 0  ot h e r wi s e.  
T h e  mi s si n g  d at a  s etti n g  i n v ol v e s t w o  m o d el s  of  i nt e r e st, t h e  mi s si n g  o ut c o m e  
p r o p e n sit y  m o d el  π py,  x q a n d  t h e  c o n diti o n al  p r o b a bilit y  di st ri b uti o n  f u n cti o n 
of  t h e  o ut c o m e  gi v e n  t h e  c o v a ri at e s  f Y  |X p y,  x q. T h e  p r o p e n sit y  m o d el  i s d e fi n e d  
a s  

π py,  x q ” pr pR  “ 1  | y,  x q, 

a n d  u n d e r  t h e  n o ni g n o r a bl e  mi s si n g  d at a  s etti n g  it d e p e n d s  o n  Y  b ut  d o e s  n ot  
n e c e s s a ril y  d e p e n d  o n  all  v a ri a bl e s  i n X . I n a d diti o n  t o h a m p e ri n g  t h e  m o d eli n g  
of  π py,  x q, t h e  i n c o m pl et e n e s s of  Y  al s o  c a u s e s  c h all e n g e s  i n t h e  m o d eli n g  of  
f Y  |X p y,  x q. C o n si d e r  a n  a p pli c ati o n  w h e r e  t h e  o ut c o m e  Y  i s t h e  p ai n  s c o r e  of  a  
p ati e nt  s u ff e ri n g  f r o m a rt h riti s  o r  t h e  d e p r e s si o n  s c o r e  of  a  b r e a st  c a n c e r  p ati e nt,  
t h e n  t h e  c o r r e s p o n di n g  s ci e nti fi c  i nt e r e st i s t o e sti m at e  s o m e  u n k n o w n  q u a nti -
ti e s  a b o ut  t h e  m a r gi n al  di st ri b uti o n  of  Y  s u c h  a s  E pY  q. I n t h e s e  sit u ati o n s,  
it i s n ot  a d vi s a bl e  t o i m p o s e a s s u m pti o n s  o n  f Y  |X p y,  x q, b e c a u s e  a n  i n c o r r e ct 
a s s u m pti o n  o n  f Y  |X p y,  x q will  e a sil y  j e o p a r di z e t h e  e sti m ati o n  of  E pY  q if o n e  
c o m p ut e s  it t h r o u g h  E pY  q “ E t E pY  | X q u . O n  t h e  ot h er  h a n d,  [2 1 ] s h o w e d t h at 
a  m o d el  wit h  n o ni g n o r a bl e  mi s si n g  o ut c o m e  d at a  i s n ot  i d e nti fi a bl e wit h o ut  a n y  
a s s u m pti o n s  o n  eit h e r  f Y  |X p y,  x q o r  t h e  pr o p e n sit y  m o d el  π py,  x q. T h e r ef o r e,  i n 
o r d e r  t o e n a bl e  m o d el  i d e nti fi a bilit y it i s s e n si bl e  t o i m p o s e s o m e  a s s u m pti o n s  
o n  π py,  x q a n d  all o w  f Y  |X p y,  x q t o b e  f r e e of  a s s u m pti o n s.  T h e  k e y  q u e sti o n  i s: 
w h at  a s s u m pti o n s  a r e  a p p r o p ri at e  f o r a  pr o p e n sit y  m o d el  π py,  x q f o r n o ni g n o r -
a bl e  mi s si n g  o ut c o m e  d at a ?  

1. 2.  A  S e mi p a r a m et ri c  P r o p e n sit y  M o d el  

A  si m pli sti c  a p p r o a c h  i s t o i m p o s e a  f ull y p a r a m et ri c  a s s u m pti o n  o n  t h e  pr o p e n -
sit y  m o d el,  s u c h  a s  l o gi sti c r e g r e s si o n,  a s  i n [7 , 2 2 , 2 0 , 2 , 2 8 , 1 8 ]. H o w e v e r,  it 
i s di ffi c ult  t o v e rif y  a n y  m o d el  o n  π py,  x q u n d e r  n o ni g n o r a bl e  mi s si n g n e s s,  a n d  
h e n c e  i s d e si r a bl e  t o h a v e  a  m o d el  a s s u m pti o n  t h at  i s a s  w e a k  a s  p o s si bl e.  T o  t hi s  
e n d,  [8 ] c o n si d e r e d  t h e  f oll o wi n g e x p o n e nti al  tilti n g  m o d el  f o r t h e  p r o p e n sit y:  

l o git π py,  x q “ h py,  β q ` g px q, ( 1. 1)  

w hi c h  i s s e mi p a r a m et ri c  wit h  a  p a r a m et ri c  c o m p o n e nt  h py,  β q, w h e r e  h p0 , β q “
0 a n d  β  i s a n  u n k n o w n  d - di m e n si o n al p a r a m et e r,  a n d  a  n o n p a r a m et ri c  c o m p o -
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n e nt  w hi c h  i s a n  u n k n o w n  f u n cti o n of  t h e  c o v a ri at e s  g px q. T h e  p a r a m et e r  β , 
c h a r a ct e ri zi n g  t h e  d e p e n d e n c e  of  t h e  p r o p e n sit y  o n  t h e  o ut c o m e  Y  , i n di c at e s 
h o w  s e v e r e  t h e  n o ni g n o r a bilit y  i s. I n c o nt r a st  t o a  f ull y p a r a m et ri c  m o d el,  t h e  
n o n p a r a m et ri c  c o m p o n e nt  g px q p r o vi d e s  c e rt ai n  fl e xi bilit y  t o  pr ot e ct  a g ai n st  
p o s si bl e  m o d el  mi s s p e ci fi c ati o n.  H o w e v e r,  β  a n d  g px q i n m o d el  (1. 1 ) a r e  n ot  
i d e nti fi a bl e, a s  s h o w n  i n E x a m pl e  1  i n [2 3 ]. T h u s,  [8 ] a s s u m e d  t h at  β  i s eit h e r  
k n o w n  o r  c a n  b e  e sti m at e d  u si n g  s o m e  e xt e r n al  d at a.  W hil e  m o d el  (1. 1 ) i s a  
g r e at  i m p r o v e m e nt o v e r  a  p a r a m et ri c  m o d el  f o r t h e  p r o p e n sit y,  t h e  r e q ui r e m e nt  
of  a  k n o w n  β  s e v e r el y  li mit s it s a p pli c ati o n.  

[2 3 ] m o di fi e d  m o d el ( 1. 1 ) a n d  s h o w e d  t h at  t h e p a r a m et e r  β  c a n  b e  c o n si s -
t e ntl y  e sti m at e d  if o n e  c a n  fi n d  s o m e  p a rt  of  X , s a y,  Z , t h at  i s n ot  i n v ol v e d i n 
t h e  pr o p e n sit y  m o d el;  t h at  i s, if X  “ p U T  , Z T q T  a n d  

l o git π py,  x q “ l o git π py,  u , β , gq “ h py,  β q ` g pu q, ( 1. 2)  

w h e r e  t h e  di m e n si o n s  of  U  a n d  Z  a r e  q  a n d  p ´ q , r e s p e cti v el y.  T h e  v a ri a bl e  Z  i s 
t e r m e d  n o n- r e s p o n s e  i n st r u m e nt o r  s h a d o w  v a ri a bl e  i n t h e  n o ni g n o r a bl e  mi s s -
i n g d at a  lit e r at u r e. [2 3 ] pr o vi d e s  e xt e n si v e  di s c u s si o n s  o n  t h e  c h oi c e  of  s h a d o w  
v a ri a bl e  i n p r a cti c e.  N ot e  t h at,  w hil e  [2 3 ] si m pl y w r ot e  h py,  β q “ β y , all  of  t h ei r  
m et h o d s  a r e  a p pli c a bl e  t o t h e  m o r e  g e n e r al  f u n cti o n h py,  β q. W hil e  t h e  m o d -
i fi c ati o n b y  [2 3 ] l e a d s t o c o n si st e nt  e sti m ati o n  of  β , t h ei r  e sti m ati o n  m et h o d  
i n v ol v e s fi r st  e sti m ati n g  g pu q. Si mil a rl y,  [2 7 ] pr o p o s e d  a  v a ri et y  of  e sti m ati o n  
p r o c e d u r e s  u n d e r  t h e  s a m e  s etti n g.  

T hi s  i nt r o d u c e s s o m e  c h all e n g e s,  b e c a u s e  alt h o u g h  g pu q p e r  s e  d o e s  n ot  h a v e  
mi s si n g  d at a,  it s e sti m ati o n  i s n ot  st a n d- al o n e  a n d  i n v ol v e s m o d eli n g  of  mi s s -
i n g d at a  o r  e sti m ati o n  of  ot h e r  u n k n o w n  c o m p o n e nt s.  [2 3 ] a n d  [2 7 ] a d o pt e d  
t h e  pr o fili n g  a p p r o a c h,  a n d  e sti m at e d  gp pu , β q vi a  t h e  st a n d a r d  k e r n el  e sti m a -
ti o n  f o r e v e r y  fi x e d  v al u e  of  β . Si n c e  pg pu , β q h a s  t o b e  r e p e at e dl y  e sti m at e d  
i n t h e  al g o rit h m,  t h e  p r o c e d u r e  b e c o m e s  c o m p ut ati o n all y  e x p e n si v e.  U nf o rt u -
n at el y,  t hi s  a p p r o a c h  bri n g s  t r e m e n d o u s  c o m pl e xit y  f o r e n d- u s e r s  a n d  it li mit s 
t h e  a p pli c a bilit y  of  t h e  s e mi p a r a m et ri c  p r o p e n sit y  m o d el  t o wi d e r  p r a cti c e.  

T h e r e  h a s  b e e n  ot h e r  r el at e d  w o r k  i n t h e  fi el d  s u c h  a s  [1 6 ] a n d  [1 7 ] w h o  
f oll o w e d t h e  i d e a of  p att e r n- mi xt u r e  f a ct o ri z ati o n [1 4 ] a n d  p r o p o s e d  a  s e mi-
p a r a m et ri c  p r o p e n sit y  m o d el  f o r n o ni g n o r a bl e  mi s si n g  d at a.  T h ei r  m o d el  d e -
c o m p o siti o n  r eli e s  o n  a  p a r a m et ri c  o d d s  r ati o  f u n cti o n t h at  q u a nti fi e s  t h e  dif -
f e r e n c e b et w e e n  t h e  di st ri b uti o n  m o d el s  f o r t h e  o b s e r v e d  d at a  a n d  t h e  mi s s -
i n g d at a,  a n d  t w o  ot h e r  n o n p a r a m et ri c  c o m p o n e nt s:  f Y , Z |U , R“ 1 p y,  z , u q a n d  
pr pR  “  1  | y  “  0 , u q. N ot e  t h at,  l o git p r pR  “  1  | y  “  0 , u q e q u al s  t h e  c o m -
p o n e nt  g pu q i n o u r  s etti n g.  I n S e cti o n  4  of  [1 6 ], t h e  a ut h o r s  p r o p o s e d  a  br o a d  
cl a s s  of  e sti m at o r s  t h at  r e q ui r e  t h e  c o r r e ct  a s s e s s m e nt  of  g pu q. T hi s  i s a  c rit -
i c al d r a w b a c k  of  t h ei r  w o r k  si n c e  g pu q c a n n ot  b e  di r e ctl y  e sti m at e d  f r o m t h e  
o b s e r v e d  d at a.  

1. 3.  O u r  C o nt ri b uti o n s  

I n t hi s  p a p e r,  w e  a d o pt  t h e  m o d el  i n (1. 2 ) a n d  p r o p o s e  a  c o m pl et el y  n o v el  
e sti m ati o n  f r a m e w o r k w hi c h  c o n si st e ntl y  e sti m at e s  t h e  u n k n o w n  q u a ntiti e s  of  
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i nt e r e st, wit h o ut  e sti m ati n g  o r  m o d eli n g  t h e  n o n p a r a m et ri c  c o m p o n e nt  g pu q. I n  
ot h e r  w o r d s,  o u r  m et h o d  i s r o b u st  t o t h e  mi s s p e ci fi c ati o n  of  g pu q. T hi s  r o b u st -
n e s s  of  o u r  m et h o d  eli mi n at e s  t h e  n e e d  of  e sti m ati n g  g pu q, i n t u r n  a d d r e s si n g  
t h e  li mit ati o n s of  t h e  p a p e r s  di s c u s s e d  a b o v e.  

We  fi r st  c o n si d e r  t h e  e sti m ati o n  of  β . T h r o u g h  e xt e n si v e  a n d  c a r ef ul  d e ri v a -
ti o n s,  w e  di s c o v e r  t h at  o u r  f r a m e w o r k all o w s  t h e  c o n si st e nt  e sti m ati o n  of  β  
wit h o ut  e sti m ati n g  g pu q. We  t h e n  e xt e n d  o u r  f r a m e w o r k t o t h e  e sti m ati o n  of  θ  
t h at  s ati s fi e s  E t ζ pX , Y,  θ q u “  0  f o r a  gi v e n  f u n cti o n ζ p¨q. We  s h o w  t h at,  o n c e  
β  c a n  b e  c o n si st e ntl y  e sti m at e d  wit h o ut  e sti m ati n g  g pu q, θ  c a n  al s o  b e  c o n si s -
t e ntl y  e sti m at e d  wit h o ut  e sti m ati n g  g pu q. N ot e t h at,  θ , w hi c h  c o ul d  b e  E pY  q o r  
m e di a n  of  Y  , i s t h e  q u a ntit y  of  i nt e r e st i n m o st  a p pli c ati o n s,  b ut  h e r e  w e  t r e at  
β  a s  a  q u a ntit y  of  i nt e r e st a s  w ell  b e c a u s e  it s e sti m ati o n  i s c r u ci al  f o r e sti m ati n g  
θ . I n ot h e r  w o r d s,  β  i s of  i nt e r e st d u e  t o it s s u p p o rti n g  r ol e.  

O u r  p r o p o s e d  m et h o d  u s e s  s e mi p a r a m et ri c  t e c h ni q u e s  [1 , 2 6 ] t o e sti m at e t h e  
p a r a m et e r  β . T h e  n o n p a r a m et ri c  c o m p o n e nt  g pu q i s r e g a r d e d  a s  a  n ui s a n c e  i n a  
s e mi p a r a m et ri c  m o d el,  a n d  it s e ff e ct  t o e sti m ati n g  β  a n d  θ  i s p r oj e ct e d  t o  a n  o r -
t h o g o n al  di r e cti o n  vi a  t h e  s e mi p a r a m et ri c  t r e at m e nt.  O u r  e sti m ati o n  p r o c e d u r e  
o nl y  n e e d s  a  w o r ki n g  m o d el  of  g pu q f o r t h e  i m pl e m e nt ati o n, a n d  t hi s  w o r ki n g  
m o d el  d o e s  n ot  h a v e  t o c o nt ai n  t h e  t r u e  g pu q. I m p o rt a ntl y, w e  fi n d  o ut  t h at  
s u c h  a  r o b u st n e s s  d o e s  n ot  i n h e rit f r o m t h e  st a n d a r d  r o b u st n e s s  i n t h e  t r a di -
ti o n al  s e mi p a r a m et ri c  lit e r at u r e, w h e r e  oft e n  t h e  o rt h o g o n al  p r oj e cti o n  it s elf i s 
s u ffi ci e nt  t o g u a r a nt e e  t h e  r o b u st n e s s.  I n st e a d, o u r  r o b u st n e s s  i s a  c o n s e q u e n c e  
of  t h e  s p e ci fi c  m o d eli n g  st r u ct u r e  of  t h e  pr o p e n sit y  a n d  t h e  u ni q u e  w a y  i n w hi c h  
w e  c o n st r u ct  t h e  e sti m ati n g  e q u ati o n s.  

L a st  b ut  n ot  l e a st, w e  p oi nt  o ut  t h at  m o d el  (1. 2 ) c a n  b e  n at u r all y  e xt e n d e d  
t o 

l o git π py,  x q “ l o git π py,  u , β , gq “ h py,  u , β q ` g pu q, ( 1. 3)  

w h e r e  h p0 , u ; β q “ 0,  a n d,  f o r a n y  β 1  ‰ β 2 , t h e  f u n cti o n h py,  u ; β 1 q ´ h py,  u ; β 2 q
i s n ot  a  f u n cti o n of  y  al o n e.  T hi s  g e n e r ali z ati o n  p e r mit s  t h e  i nt e r a cti o n b et w e e n  
Y  a n d  U , s u c h a s  h py,  u , β q “ p β 0 ` β 1 u 1 ` β 2 u 2 q y . O u r  p a p e r  m ai nl y  p r e s e nt s  t h e  
r e s ult s  f o r m o d el  (1. 2 ). We  s h o w  t h at,  b y  ri g o r o u sl y  c h a r a ct e ri zi n g  t h e  g e o m et ri c  
st r u ct u r e  of  t h e m o d el  (1. 2 ), o n e  c a n  c o m pl et el y  a v oi d  m o d eli n g  o r  e sti m ati n g  
g pu q. T hi s  t y p e  of  r o b u st n e s s  c a n  b e  n at u r all y  e xt e n d e d  t o m o d el  (1. 3 ), b ut  w e  
will  o mit  a  d et ail e d  di s c u s si o n  i n t hi s  p a p e r.  

T h e  r e m ai n d e r  of  t h e  p a p e r  i s st r u ct u r e d  a s  f oll o w s. I n S e cti o n  2 , w e  bri e fl y  
i nt r o d u c e all  of  o u r  r e s ult s  o n  m o d el  i d e nti fi a bilit y. We  t h e n  p r e s e nt  t h e  g e o m et -
ri c  st r u ct u r e  of  t h e  m o d el  i n S e cti o n  3 , i n cl u di n g t h e  d et ail e d  d e s c ri pti o n  of  t h e  
n ui s a n c e  t a n g e nt  s p a c e  Λ,  it s c o m pl e m e nt,  a n d  t h e  e ffi ci e nt  s c o r e  f o r e sti m ati n g  
β . I n S e cti o n  4 , w e  c o n st r u ct  t h e  pr o p o s e d  e sti m at o r  of  β , a n d  p r o vi d e  it s t h e-
o r eti c al  p r o p e rti e s.  We  t h e n  e xt e n d  o u r  r e s ult s  t o t h e  e sti m ati o n  a n d  i nf e r e n c e 
f o r θ  i n S e cti o n  5 . T h e  si m ul ati o n  st u di e s  a r e  r e p o rt e d  i n S e cti o n  6 , f oll o w e d 
b y  a  d at a  a p pli c ati o n  i n S e cti o n  7 . T h e  p a p e r  i s c o n cl u d e d  wit h  a  di s c u s si o n  
i n S e cti o n  8 , w h e r e  w e  s u m m a ri z e  m o r e  n u a n c e d  di ff e r e n c e s  f r o m s o m e  r el at e d  
w o r k  i n t hi s  fi el d,  s u c h  a s  [2 3 ], [2 7 ], [1 6 ], [1 7 ], [1 8 ] a n d  [2 9 ]. All  t h e  t e c h ni c al  
d et ail s  a r e  c o nt ai n e d  i n t h e  S u p pl e m e nt.  
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2.  M o d el  I d e n ti fi a bili t y  

T h r o u g h o ut  t hi s  p a p e r,  w e  d e n ot e  t h e  m a r gi n al  d e n sit y  f u n cti o n b y  f ¨p¨q  s u c h  
a s  f X p x q a n d  t h e  c o n diti o n al  d e n sit y  f u n cti o n b y  f ¨|¨p¨ , ̈ q s u c h  a s  f Y  |X p y,  x q a n d  
f Y  |X , R“ 1 p y,  x q. We c o n si d e r  N  i n d e p e n d e nt a n d  i d e nti c all y di st ri b ut e d  s a m pl e s  
f r o m t h e  j oi nt di st ri b uti o n  of  pX , R, R Y  q. We  a d o pt  t h e  m o d el  i n (1. 2 ) f o r  t h e  
p r o p e n sit y  π py,  u , β , gq, a n d  i nt r o d u c e 

ż  

w px q ”  pr pR  “  1  | x q “  π py,  u , β , gqf Y  |X p y,  x qd y  

´ 1“ r E t π  ´ 1 p Y,  u , β , gq |  x , 1 us  , 

w h e r e  w e  w rit e  E p¨ | ¨, R  “  1 q a s  E p¨ | ¨, 1 q f o r n ot ati o n al  si m pli cit y.  N ot e  
t h at,  w p¨q al s o  d e p e n d s  o n  β  a n d  g , b ut  w e  w rit e  it a s  w px q f o r si m pli cit y.  
We  e m p h a si z e  t h at  i n o u r  c o nt e xt  w px q ‰  π py,  u , β , gq b e c a u s e  of  t h e  n o n-
i g n o r a bl e mi s si n g n e s s,  si n c e  π py,  u , β , gq d e p e n d s  o n  y  a n d  u  b ut  n ot  o n  z , 
w h e r e a s  w px q d e p e n d s  o n  u  a n d  z  b ut  n ot  o n  y . H o w e v e r,  w e  c a n  s h o w t h at 
π py,  u , β , gqf Y  |X p y,  x q “  w px qf Y  |X , R“ 1 p y,  x q. 

We  w rit e  t h e  li k eli h o o d f u n cti o n f r o m o n e  si n gl e  o b s e r v ati o n,  f X , R, R Y p x , r, r yq, 
a s  

" *  r
f Y  |X , R“ 1 p y,  x q

f X p x q ş 
f Y  |X , R“ 1 p t, x q { π pt, u , β , gqdt  

" * 1 ´ r
1

ˆ  1  ́  ş  . ( 2. 1)
f Y  |X , R“ 1 p t, x q { π pt, u , β , gqdt  

T hi s  i s a  s e mi p a r a m et ri c  m o d el  i n d e x e d b y  o n e  d - di m e n si o n al p a r a m et e r  β  a n d  
t h r e e  n o n p a r a m et ri c  f u n cti o n s f X p x q, f Y  |X , R“ 1 p y,  x q a n d  g pu q. U nf o rt u n at el y,  
a s  p oi nt e d  o ut  i n [2 3 ] a n d  t h e  r ef e r e n c e s  t h e r ei n,  wit h o ut  i m p o si n g f u rt h e r a s -
s u m pti o n s,  (2. 1 ) i s n ot  f ull y i d e nti fi a bl e i n t h e  s e n s e  t h at  t w o  di ff e r e nt  s et s  of  
u n k n o w n  c o m p o n e nt s  c a n  r e s ult  i n t h e  s a m e  li k eli h o o d f u n cti o n. 

N e xt,  w e  st u d y  c o n diti o n s  u n d e r  w hi c h  t h e  m o d el  (2. 1 ) i s i d e nti fi a bl e. O n e  
a p p r o a c h  i s t o i m p o s e t h e  c o m pl et e n e s s  c o n diti o n  o n  f Y  |X , R“ 1 p y,  x q. T h e  c o m -
pl et e n e s s  c o n diti o n  h a s  b e e n  wi d el y  u s e d  i n a  v a ri et y  of  r e s e a r c h  t o pi c s  t o e n s u r e  
t h e  m o d el  i d e nti fi a bilit y, s u c h  a s  m e a s u r e m e nt  e r r o r,  i n st r u m e nt al v a ri a bl e  a n d  
n o ni g n o r a bl e  mi s si n g  d at a;  s e e,  e. g.,  [1 9 , 3 , 6 , 1 6 , 2 9 , 1 3 ]. F o r  n o ni g n o r a bl e  mi s s -
i n g d at a,  [1 6 ] s h o w e d  t h at  o n e  c a n  i d e ntif y a  n o n p a r a m et ri c  o d d s  r ati o  f u n cti o n 
b y  s ol vi n g  a  t y p e-I  Fr e d h ol m  e q u ati o n,  e v e n  t h o u g h  t h e  e sti m ati o n  d o e s  n e e d  a  
p a r a m et ri c  o d d s  r ati o  f u n cti o n. I n a d diti o n,  it i s e v e n  p o s si bl e  t o i d e ntif y s o m e  
f u n cti o n al s of  t h e  p o p ul ati o n,  e. g.,  t h e  o ut c o m e  m e a n,  wit h o ut  i d e ntif yi n g t h e  
w h ol e  di st ri b uti o n  of  t h e  p o p ul ati o n  [1 3 ]. I n o u r  c o nt e xt,  w e  pr e s e nt  t h e  m o d el  
i d e nti fi a bilit y r e s ult  i n L e m m a  1  b y  a s s u mi n g  t h e  c o m pl et e n e s s  c o n diti o n  o n  
f Y  |X , R“ 1 p y,  x q. T h e  p r o of  of  L e m m a  1  i s i n S e cti o n  1  of  t h e  S u p pl e m e nt a r y  
M at e ri al  [2 5 ]. 

L e m m a  1.  As s u m e  t h at f o r a n y  f u n cti o n κ py,  u q wit h  fi nit e  m e a n,  E t κ pY,  U q |
X , R  “  1 u “  0  i m pli e s κ py,  u q “  0  al m o st  e v e r y w h e r e.  T h e n,  all  u n k n o w n  
c o m p o n e nt s  β , g pu q, f Y  |X , R“ 1 p y,  x q a n d  f X p x q i n ( 2. 1 )  a r e  i d e nti fi a bl e. 
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N o w  w e  el a b o r at e  t h e  r e s ult  i n L e m m a  1 , a n d  c o m p a r e  it wit h  s o m e  e xi sti n g  
lit e r at u r e. It h a s  b e e n  w ell  d o c u m e nt e d,  e. g.,  T h e o r e m  4. 3. 1  i n [9 ], t h at  t h e  c o m -
pl et e n e s s  c o n diti o n  i s s ati s fi e d  if f Y  |X , R“ 1 p y, x q i s a n  e x p o n e nti al  f a mil y wit h  f ull 
r a n k.  H e n c e,  c o m m o nl y- s e e n  r e g r e s si o n  m o d el s,  s u c h  a s  t h e  li n e a r r e g r e s si o n  f o r 
c o nti n u o u s  Y  a n d  t h e  l o gi sti c r e g r e s si o n  f o r bi n a r y  Y , s ati sf y  t hi s  c o n diti o n.  I n a  
s p e ci al  sit u ati o n  w h e n  b ot h  Y  a n d  Z  a r e  di s c r et e  wit h  fi nit e  s u p p o rt  t y 1 , . . . , yS  u  
a n d  t z 1 , . . . , z L u , t h e  c o n diti o n  of  L e m m a  1  i m pli citl y r e q ui r e s  L  ě  S , i. e., t h e  
s u p p o rt  of  t h e  n o n r e s p o n s e  i n st r u m e nt i s n o  s m all e r  t h a n  t h at  of  t h e  o ut c o m e.  
Di ff e r e nt  f r o m [2 9 ], t h e  m o d el  f Y  |X , R“ 1 p y, x q i n o u r  c o nt e xt  i s f r e e of  mi s si n g  
d at a,  h e n c e  t h e  c o m pl et e n e s s  c o n diti o n  c a n  b e  a d e q u at el y  a s s e s s e d  i n e m pi ri c al  
st u di e s.  

T h e  i d e nti fi a bilit y r e s ult  pr e s e nt e d  i n [2 3 ] i s di ff e r e nt  y et  r el at e d  t o  w h at  
h a s  b e e n  di s c u s s e d  a b o v e.  [2 3 ] di d  n ot  w o r k  o n  t h e  li k eli h o o d f u n cti o n (2. 1 ) 
di r e ctl y.  I n st e a d, t h e y  ai m e d  t o fi n d  e n o u g h  e sti m ati n g  e q u ati o n s  t o e sti m at e  β . 
O n c e  t h e  e sti m ati n g  e q u ati o n s  c a n  b e  i d e nti fi e d, t h e  p a r a m et e r  β  i s e sti m a bl e  
a n d  h e n c e  i d e nti fi a bl e. Si mil a rl y,  t o c r e at e  e n o u g h  e sti m ati n g  e q u ati o n s,  [2 3 ] 
r e q ui r e d  L  ą  d , i. e., t h e  s u p p o rt  of  t h e  n o n r e s p o n s e  i n st r u m e nt Z  i s g r e at e r  
t h a n  t h e  di m e n si o n  of  t h e  u n k n o w n  p a r a m et e r  β . 

We  w o ul d  li k e t o p oi nt  o ut  t h at,  t h e  i d e nti fi a bilit y c o n diti o n s  pr e s e nt e d  i n 
L e m m a  1  a r e  s u ffi ci e nt,  b ut  n ot  n e c e s s a r y.  It i s p o s si bl e  t o  d e v el o p  a  sli g htl y  
di ff e r e nt  s et  of  c o n diti o n s  u n d e r  w hi c h  all  t h e  c o m p o n e nt s  i n t h e  m o d el  (2. 1 ) 
a r e  al s o  i d e nti fi a bl e. F o r  e x a m pl e,  t h e  r e s ult  of  T h e o r e m  3. 1  i n [1 8 ] m a y  b e  
g e n e r ali z e d  h e r e  u n d e r  t h e  m o d el  (2. 1 ). It i s c e rt ai nl y  w o rt h w hil e  t o  e x pl o r e  t h e  
n u a n c e d  di ff e r e n c e s  a m o n g  v a ri o u s  i d e nti fi a bilit y c o n diti o n s  p e r  s e;  h o w e v e r,  w e  
c h o o s e  t o f o c u s o n  o n e  a n d  t h e n  m o v e  f o r w a r d t o p r e s e nti n g  t h e  e sti m ati o n  
r e s ult s  b el o w.  

3.  S p a c e  D e c o m p o si ti o n  a n d  E ffi ci e n t  S c o r e  f o r E s ti m a ti n g  β  

A s  di s c u s s e d  e a rli e r,  t h e  li k eli h o o d f u n cti o n i n (2. 1 ) i s a  s e mi p a r a m et ri c  m o d el.  
We  r e g a r d  β  a s  t h e  p a r a m et e r  of  i nt e r e st a n d  f X p¨q , fY  |X , R“ 1 p¨ q , gp¨q a s  n ui -
s a n c e  c o m p o n e nt s.  F o r  s e mi p a r a m et ri c  m o d el s,  t h e  i n fl u e n c e f u n cti o n s of  r e g -
ul a r  a n d  a s y m pt oti c all y  li n e a r e sti m at o r s,  l yi n g i n t h e  Hil b e rt  s p a c e  H of  all  
d - di m e n si o n al z e r o- m e a n  m e a s u r a bl e  f u n cti o n s of  t h e  o b s e r v e d  d at a  wit h  fi nit e  
v a ri a n c e,  p r o vi d e  a  w a y  of  c o n st r u cti n g  r o b u st  a n d  e ffi ci e nt  e sti m at o r s  f o r β . 
A c c o r di n g  t o t h e  t h e o r y  of  s e mi p a r a m et ri c s  [1 , 2 6 ], i n fl u e n c e f u n cti o n s b el o n g  
t o t h e  li n e a r s p a c e  o rt h o g o n al  t o t h e  n ui s a n c e  t a n g e nt  s p a c e  Λ,  d e n ot e d  a s  Λ K  

t h r o u g h o ut.  H e r e,  t h e  n ui s a n c e  t a n g e nt  s p a c e  Λ  i s d e fi n e d  a s  t h e  m e a n  s q u a r e d  
cl o s u r e  of  n ui s a n c e  t a n g e nt  s p a c e s  a s s o ci at e d  wit h  all  p a r a m et ri c  s u b m o d el s,  
a n d  t h e  i n n e r pr o d u ct  of  H i s d e fi n e d  a s  x h 1 , h 2 y “  E ph 1

T h 2 q . N e xt,  w e  d e ri v e  
t h e  f oll o wi n g r e s ult,  r e g a r di n g  t h e  m ut u all y  o rt h o g o n al  d e c o m p o siti o n  of  t h e  
Hil b e rt  s p a c e  H , w hi c h  i s c r u ci al  f o r d e vi si n g  t h e  p r o p o s e d  e sti m at o r.  

P r o p o si ti o n  1.  T h e  m ut u all y  o rt h o g o n al  d e c o m p o siti o n  of  t h e s p a c e  H i s 

H “  Λ 1  ‘  Λ ˚  
2  ‘  Λ 3  ‘  Λ K  , w h e r e  
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“ ‰
Λ 1  “  a px q P R d  : E t a pX q u  “ 0  a n d  

“ ‰
Λ 3  “  a pu q t r  ́ w p x q u : @ a pu q P R d  

a r e  t h e n ui s a n c e  t a n g e nt s p a c e s  wit h  r e s p e ct  t o f X p x q a n d  g pu q r e s p e cti v el y,  

" ˆ  ˙  
E t b pY,  x q | x u  E  rE t b pY, x q | x u | u , 1 s

Λ ˚  “  r b py, x q ´ t r  ́ w p x q u  ´  :
1  ́ w p x q E t 1  ́ w p X q | u , 1 u  

b py, x q P R d , Et b pY, x q | x , 1 u “ 0
(  

, 

i s t h e r e si d u al  s p a c e  of  p r oj e cti n g  Λ 2  o nt o  Λ 3 ; i. e., Λ ˚  “ Π pΛ 2  | Λ K  
3  q , w h e r e  2  

„  
t w px q ´ r u E t b pY, x q | x u  

j  

Λ 2  “ ` r b py, x q : b py, x q P R d , Et b pY, x q | x , 1 u “ 0
1  ́ w p x q 

i s t h e n ui s a n c e  t a n g e nt s p a c e  wit h  r e s p e ct  t o f Y  |X , R“ 1 p y, x q, a n d  

Λ K  
` ˘

´ 1“  g 0 p x q t 1  ́ r π  ´ 1 p Y, u , β , gq u : E r t1  ́ w  p X q u g 0 p X q | u , 1 s “ 0  . ( 3. 1)  

H e r e,  t h e n ot ati o n  ‘ st a n d s  f o r t h e di r e ct  s u m  of  t w o s p a c e s  t h at a r e  o rt h o g o n al  
t o e a c h  ot h e r.  

T h e  d et ail e d  pr o of  of  P r o p o siti o n  1  i s i n S e cti o n  2  of  t h e  S u p pl e m e nt a r y  
M at e ri al  [2 5 ]. T h e  s p a c e  Λ K  i n (3. 1 ) c o nt ai n s  all  t h e  i n fl u e n c e f u n cti o n s f o r 
e sti m ati n g  β . B e c a u s e  of  it s c o m pl e xit y,  a n  a r bit r a ril y  c h o s e n  el e m e nt  i n Λ K  

d o e s  n ot  l e a d t o a  f e a si bl e e sti m at o r  of  β , u nf o rt u n at el y.  N e xt,  w e  d e ri v e  t h e  
e ffi ci e nt  s c o r e  S e ff  f o r β , d e fi n e d  a s  t h e  r e si d u al  of  t h e  s c o r e  v e ct o r  S β  af t e r  
p r oj e cti n g  it o n  t o t h e  n ui s a n c e  t a n g e nt  s p a c e  Λ.  We  e x p e ct  t h at  S e ff  m a y  
p r o vi d e  u s  m o r e  g ui d a n c e  o n  c o n st r u cti n g  e sti m at o r s  f o r β . 

P r o p o si ti o n  2.  U n d e r  m o d el  ( 2. 1 ),  t h e e ffi ci e nt  s c o r e  f o r e sti m ati n g  β  i s 

S e ff  p x , r, r yq “  c px qr 1  ́ r t 1  ̀ e  ´ g p u q ´ h p y, β q us , w h e r e  

a pu qE t e  ´ h p Y , β q  | x , 1 u ´ E t e  ´ h p Y , β q h β  
1 p Y, β q | x , 1 u  

c px q “  
E t e  ́ h p Y , β q  | x , 1 u ` e  ́ g p u q E t e  ́ 2 h p Y , β q  | x , 1 u  

, 

” ı  
E  E t e  ´ h p Y , β q h 1 p Y, β q | X , 1 u E t e  ´ h p Y , β q  | X , 1 u { d pX q | u , 1β  

a p u q “  ` ˘  , 
E  rE t e  ́ h p Y , β q  | X , 1 us 2 { d pX q | u , 1  

a n d  

d px q “  E t e  ´ h p Y , β q  | x , 1 u ` e  ´ g p u q E t e  ´ 2 h p Y , β q  | x , 1 u . 

T h e  p r o of  of  P r o p o siti o n  2  i s i n S e cti o n  3  of  t h e  S u p pl e m e nt a r y  M at e ri al  
[2 5 ]. T h e  e ffi ci e nt  s c o r e  S e ff  p x , r, r yq i s a n  u ni q u e  el e m e nt  i n Λ K . S ol vi n g  a n  
e sti m ati n g  e q u ati o n  f o r m e d b y  t h e  s a m pl e  a v e r a g e  of  t h e  e ffi ci e nt  s c o r e  l e a d s t o 
t h e  e ffi ci e nt  e sti m at o r  of  β . T o  d o  s o,  o n e  w o ul d  n e e d  t o e v al u at e  t h e  c o n diti o n al  
e x p e ct ati o n s  of  v a ri o u s  f u n cti o n s of  Z  gi v e n  U , R  “  1,  i. e., E p¨ | u , 1 q, t h e  
c o n diti o n al  e x p e ct ati o n s  of  v a ri o u s  f u n cti o n s of  Y  gi v e n  X , R  “  1,  i. e., E p¨ | 
x , 1 q, a n d  t o e sti m at e  g pu q. 
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Si n c e  X i s f ull y o b s e r v e d,  t h e  c o n diti o n al  e x p e ct ati o n s  of  f u n cti o n s of  Z gi v e n  
U , R  “  1  i s a  st a n d a r d  f ull d at a  e sti m ati o n  p r o bl e m  a n d  w e  c o n si d e r  t hi s  f e a-
si bl e.  F o r  e x a m pl e,  w e  c o ul d  u s e  r e s ult s  b a s e d  o n  e x pl o r ati o n  of  t h e  r el ati o n  
b et w e e n  Z a n d  U , eit h e r  k n o w n  o r  p a r a m et ri c all y  m o d el e d,  o r  e v e n  e m pl o y -
i n g st a n d a r d  n o n p a r a m et ri c  r e g r e s si o n  t e c h ni q u e s  if n e c e s s a r y.  Si mil a rl y,  t h e  
c o n diti o n al  e x p e ct ati o n s  of  f u n cti o n s of  Y  gi v e n  X , R  “  1  i s al s o  a  f ull d at a  e s -
ti m ati o n  p r o bl e m  a n d  w ell  st u di e d.  B ot h  t h e s e  e sti m ati o n s  c a n  b e  d o n e  vi a  t h e  
e xi sti n g  p a r a m et ri c,  n o n p a r a m et ri c  o r  s e mi p a r a m et ri c  m o d eli n g  a n d  e sti m ati o n  
p r o c e d u r e s.  

I n c o nt r a st,  t h e  e sti m ati o n  of  g pu q i s n ot  a  f ull d at a  p r o bl e m  a n d  i s h e n c e  
f a r f r o m c o n v e nti o n al.  A s  n ot e d  b ef o r e,  i n [1 6 ], t h e  a ut h o r s  al s o  d e ri v e d  t h e  e ffi -
ci e nt  s c o r e  u n d e r  t h ei r  m o d el  f a ct o ri z ati o n. R e c o g ni zi n g  t h e  di ffi c ult y  of  di r e ctl y  
e sti m ati n g  g pu q, i n t h ei r  S e cti o n  4. 2  o n  i n v e r s e pr o b a bilit y  w ei g ht e d  e sti m a -
ti o n,  t h e y  pr o p o s e d  e sti m at o r s  w h e r e  a  c o r r e ctl y  s p e ci fi e d  p a r a m et ri c  m o d el  f o r 
pr pR  “  1  | y  “  0 , u q “  e x pit t g pu q u i s m a n d at o r y.  T hi s  i s a  s e v e r e  d r a w b a c k  a n d  
t ai nt s  t h e  t r u e  r o b u st n e s s.  I n c o nt r a st,  t h e  m et h o d s  w e  pr o p o s e  f o r e sti m ati n g  
β  a n d  θ  i n S e cti o n s  4  a n d  5  r e s p e cti v el y,  d o  n ot  n e e d  t o e sti m at e  g pu q o r  s p e cif y  
a  p a r a m et ri c  m o d el  o n  g pu q. I n st e a d, o u r  p r o p o s al  o nl y  n e e d s  a  w o r ki n g  m o d el  
o n  g pu q, w hi c h  c o ul d  b e  a r bit r a ril y  mi s s p e ci fi e d.  

4.  P r o p o s e d M e t h o d f o r β  

I n i n v e sti g ati n g t h e  e sti m ati o n  of  β , w e  m a k e  a n  i m p o rt a nt di s c o v e r y,  t h at  t h e  
di ffi c ult  t a s k  of  e sti m ati n g  g pu q c a n  b e  c o m pl et el y  a v oi d e d.  We  h a v e  t h e  f r e e d o m 

˚of  a d o pti n g  a  w o r ki n g  m o d el,  s a y,  g  pu q, i n t h e  e ffi ci e nt  s c o r e,  a n d  t hi s  still  l e a d s 
t o a  c o n si st e nt  e sti m at o r  of  β . T h e  di s c o v e r y  i s a  s u r p ri s e  t o u s  a s  w ell  b e c a u s e  
t h e  o ri gi n al  m o d el  (2. 1 ) d o e s  n ot  p r o mi s e  s u c h  a  f e at u r e. 

I n o u r  a n al y si s,  w e  fi n d  t h at  t hi s  p r o p e rt y  b e n e fit s  f r o m t h e  st r u ct u r e  of  
t h e  pr o p e n sit y  m o d el,  s p e ci fi c all y  t h e  l o gi sti c pr o p e n sit y  f o r m a n d  t h e  a d diti v e  
f o r m i n si d e t h e  l o gi sti c li n k f u n cti o n. It b e a r s  t h e  r e s e m bl a n c e  t o t h e  c a s e- c o nt r ol  
st u d y,  w h e r e  t h e  r et r o s p e cti v e  s a m pli n g  f e at u r e c a n  b e  i g n o r e d wit h o ut  h a m p e r -
i n g t h e  c o v a ri at e  e ff e ct  e sti m ati o n.  We  p oi nt  o ut  t h at  t hi s  ni c e  f e at u r e d o e s  n ot  
i n h e rit f r o m t h e  st a n d a r d  r o b u st n e s s  i n s e mi p a r a m et ri c  lit e r at u r e s u c h  a s  [2 9 ]. 
S e mi p a r a m et ri c  m et h o d s  c a n  s o m eti m e s  b e  r o b u st  t o mi s s p e ci fi c ati o n  of  t h e  
n ui s a n c e  p a r a m et e r s  b ut  it i s n ot  al w a y s  pr o mi s e d.  W h e n  t h e  r o b u st n e s s  h ol d s,  
it oft e n  h a p p e n s  d u e  t o m o d el  c o n v e xit y  [1 ] a n d  i s r e a dil y  v e ri fi a bl e.  H o w e v e r,  
t h e  r o b u st n e s s  di s c o v e r e d  h e r e  i s a  r e s ult  of  t h e  s p e ci fi c  f o r m of  t h e  pr o p e n sit y  
i n c o m bi n ati o n  wit h  t h e  s e mi p a r a m et ri c  t r e at m e nt  a n d  it d o e s  n ot  r e v e al  it s elf 
wit h o ut  f u rt h e r i n v e sti g ati o n. F o r  e x a m pl e,  if w e  h a d  r e pl a c e d  t h e  l o git li n k wit h  
p r o bit  li n k, t h e  r o b u st n e s s  will  n ot  h ol d.  T hi s  ki n d  of  li n k f u n cti o n d e p e n d e nt  
r o b u st n e s s  pr o p e rt y  h a s  n ot  b e e n  s e e n  b ef o r e  a s  f a r a s  w e  a r e  a w a r e.  I n a d diti o n,  
b e c a u s e  l o git a n d  pr o bit  m o d el s  a r e  t h e  m o st  oft e n  u s e d  li n k f u n cti o n s f o r bi n a r y  
d at a,  a n d  it h a s  b e e n  s h o w n  t h at  i n pr a cti c e  t h e  l o git a n d  pr o bit  m o d el s  b e h a v e  
si mil a rl y  u p  t o a  c o n st a nt  s c ali n g,  t hi s  di s c o v e r y  m e a n s  t h at  w e  c a n  i n d e e d u s e  
t hi s  r o b u st n e s s  t o o u r  a d v a nt a g e  wit h o ut  gi vi n g  u p  m u c h  i n t e r m s  of  fl e xi bilit y  
of  m o d eli n g.  



9 6 4  S.  S h ett y  et  al.  

We  w rit e  t hi s  i m p o rt a nt di s c o v e r y  a s  T h e o r e m  1  b el o w,  a n d  pr o vi d e  it s pr o of  
i n S e cti o n  4  of  t h e  S u p pl e m e nt a r y  M at e ri al  [2 5 ]. T h e  k e y  i d e a of  t h e  pr o of  i s 
t h at,  t h e  c o n st r u cti o n  of  a pu q a ct u all y  e n s u r e s  a  c e rt ai n  a d a pti vit y  t o  d ˚ p x q

˚h e n c e  t o  g  pu q s o  t h at  S ˚  
e ff  p x , r, r yq h a s  c o n diti o n al  m e a n  z e r o  gi v e n  u . 

T h e o r e m  1.  D e fi n e  

S ˚  c ˚ ´ g  p u q ´ h p y, β q
e ff  p x , r, r yq “  px qr 1  ́ r t 1  ̀ e  

˚  

us , w h e r e  ( 4. 1)  

a ˚ p u qE t e  ´ h p Y , β q  | x , 1 u ´ E t e  ´ h p Y , β q h 1 p Y, β q | x , 1 uβ
c ˚ p x q “  

´ h p Y , β q  | x , 1 u ` e  ́ g ˚ p u q E t  ´ 2 h p Y , β q  | x , 1 u  
,

E t e e  
” ı  

E  E t e  ´ h p Y , β q h β  
1 p Y, β q | X , 1 u E t e  ´ h p Y , β q  | X , 1 u { d ˚ p X q | u , 1  

a ˚ p u q “  ` ˘  , 
E  rE t e  ́ h p Y , β q  | X , 1 us 2 { d ˚ p X q | u , 1  

˚  

d ˚ p x q “  E t e  ´ h p Y , β q  | x , 1 u ` e  ´ g  p u q E t e  ´ 2 h p Y , β q  | x , 1 u , 

˚a n d  g  pu q i s a n  a r bit r a r y  w o r ki n g  m o d el  of  g pu q. T h e n,  w e  h a v e  

E t S ˚  
e ff  p X , R, R Y q u  “ 0 . 

U si n g  T h e o r e m  1 , t o o bt ai n  a  c o n si st e nt  e sti m at o r  of  β , w e  c a n  a ct u all y  
b y p a s s  e sti m ati n g  g pu q c o m pl et el y.  I n st e a d, w e  c a n  a d o pt  a n  a r bit r a r y  w o r ki n g  

ř N
f u n cti o n g ˚ p u q, a n d  c o n st r u ct  a n  e sti m ati n g  e q u ati o n  Sp ˚  

i “ 1  e ff  p x i , ri , ri y i q “ 0 , 
i. e., 

N  
´ g  ˚  

pc ˚ p x qr 1  ́ r i t 1  ̀ e  p u i  q ´ h p y i ,β q us  “ 0 , ( 4. 2)  
i “ 1  

t o  s ol v e  f o r β , w h e r e  at  a n y  u , x , 

ap ˚ p u i q Ep t e  ´ h p Y , β q  | x i , 1 u ´ Ep t e  ´ h p Y , β q h 1 p Y, β q | x i , 1 uβ  
pc ˚ p x q “  , 

Ep t e  ́ h p Y , β q  | x i , 1 u ` e  ́ g ˚ p u i q Ep t e  ́ 2 h p Y , β q  | x i , 1 u  
” ı  

Ep  Ep t e  ´ h p Y , β q h 1 p Y, β q | X , 1 u Ep t e  ´ h p Y , β q  | X , 1 u { dp˚ p X q | u , 1β  
ap  ˚ p u q “  ´ ¯  , a n d  

Ep  rEp t e  ́ h p Y , β q  | X , 1 us 2 { dp˚ p X q | u , 1  

˚  

dp˚ p x q “  Ep t e  ´ h p Y , β q  | x , 1 u ` e  ´ g  p u q Ep t e  ´ 2 h p Y , β q  | x , 1 u . 

p pI n t h e  a b o v e  c o n st r u cti o n,  w e  u s e  E p¨ | x , 1 q a n d  E p¨ | u , 1 q t o d e n ot e  a n  
e sti m at o r  of  t h e  c o r r e s p o n di n g  c o n diti o n al  e x p e ct ati o n s.  N ot e  t h at  t h e s e  a r e  all  
st a n d a r d  o p e r ati o n s  b a s e d  o n  f ull y o b s e r v e d  d at a,  h e n c e  i n p r a cti c e  o n e  c a n  
u s e  a n y  t r a diti o n al  p a r a m et ri c  o r  n o n p a r a m et ri c  m et h o d s  o r  v a ri o u s  m a c hi n e  
l e a r ni n g m et h o d s.  I n t hi s  p a p e r,  w e  st u d y  t h r e e  o pti o n s  w hi c h  l e a d t o t h r e e  
di ff e r e nt  e sti m at o r s:  

˚
1.  E sti m at o r  βp  , w hi c h  s ati s fi e s  (4. 2 ) w h e r e  E p¨ | x , 1 q a n d  E p¨ | u , 1 q a r e  

˚
k n o w n.  Alt h o u g h  βp  i s i nf e a si bl e i n p r a cti c e,  it i s i n cl u d e d h e r e  f o r c o m -
p a ri s o n  p u r p o s e s.  
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˚
2.  E sti m at o r  βq  , w hi c h  s ati s fi e s  (4. 2 ) w h e r e  E p¨ | x , 1 q a n d  E p¨ | u , 1 q a r e  

e sti m at e d  p a r a m et ri c all y,  w h e r e  t h e  p a r a m et e r s  a r e  c oll e ct e d  a s  α . 
˚  r3.  E sti m at o r  β  , w hi c h  s ati s fi e s  (4. 2 ) w h e r e  E p¨ | x , 1 q a n d  E p¨ | u , 1 q a r e  

e sti m at e d  vi a  n o n p a r a m et ri c  k e r n el  r e g r e s si o n.  M o r e  d et ail s  of  e sti m at o r  
˚  rβ  i s c o nt ai n e d  i n S e cti o n  5  of  t h e  S u p pl e m e nt a r y  M at e ri al  [2 5 ]. 

4. 1.  T h e o r eti c al  P r o p e rti e s  

˚  ˚
F o r  e sti m at o r s  βp  a n d  βq  , w e  h a v e  t h e  f oll o wi n g r e s ult s  wit h  t h ei r  p r o of s  i n 
S e cti o n s  6  a n d  7  of  t h e  S u p pl e m e nt a r y  M at e ri al  [2 5 ] r e s p e cti v el y.  

T h e o r e m  2.  E sti m at o r  βp  ˚  
s ati s fi e s  

N
˚  

N 1 { 2 p βp  ´ β q “ N  ´ 1 { 2  φ 1 β p x i , ri , ri y i , β , g  ˚ q ` o p p 1 q, 
i “ 1  

w h e r e  
„  "  * j ´ 1

B S ˚  
e ff  p X , R, R Y, β q 

S ˚φ 1 β p x , r, r y, β , g  ˚ q “ ´  E  e ff  p x , r, r y, β q,
TB β  

˚ ˚  T
a n d  βp  s ati s fi e s  N 1 { 2 p βp  ´ β q Ñ  N p0 , A ´ 1 B 1 β A ´ 1  q  i n di st ri b uti o n  w h e n1 β  1 β  

N  Ñ 8 , w h e r e  
" *  

B S ˚  

A 1 β  “  E  e ff  p X i , Ri  
T  

, Ri Y i , β q  
,

B β  

B 1 β  “  E  

S ˚ b 2

(  
.e ff  p X i , Ri , Ri Y i , β q  

T h e o r e m  3.  E sti m at o r  βq  ˚  
s ati s fi e s  

N
˚  

N 1 { 2 p βq  ´ β q “ N  ´ 1 { 2  φ 2 β p x i , ri , ri y i , β , g  ˚ q ` o p p 1 q, 
i “ 1  

w h e r e  
„  "  * j ´ 1

B S ˚  
e ff  p X , R, R Y, β q

φ 2 β p x , r, r y, β , g  ˚ q “ ´  E  
TB β  

ˆ r S ˚  
e ff  p x , r, r y, β q
"  * j

B S ˚  
e ff  p X , R, R Y, β , α q

` E r φ α p x , y, α q ,
B α T  

˚ ˚  T
a n d  βq  s ati s fi e s  N 1 { 2 p βq  ´ β q Ñ  N p0 , A ´ 1 B 2 β A ´ 1  q  i n di st ri b uti o n  w h e n2 β  2 β  

N  Ñ 8 , w h e r e  
" *  

B S ˚  

A 2 β  “  E  e ff  p X i , Ri  
T  

, Ri Y i , β q  
,

B β  
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B 2 β  “  E pr S e ff  
˚  p X i , Ri , Ri Y i , β q

"  * j b 2
¸  

B S ˚  

` E  e ff  p X i , Ri , Ri Y i , β , α q 
R i φ α p X i , Yi , α q .

B α T  

H e r e  φ α p x , y, α q i s t h e i n fl u e n c e f u n cti o n a s s o ci at e d  wit h  αp  i n t h e f ull d at a  
p a r a m et ri c  e sti m ati o n  of  t h e c o n diti o n al  e x p e ct ati o n s.  

˚  ˚  ?
F o r  b ot h  βp  a n d  βq  , w e  s e e  t h at  t h e y  a r e  N - c o n si st e nt wit h  a  l o s s of  

˚e ffi ci e n c y,  d u e  t o t h e  u s e  of  a  w o r ki n g  m o d el  g  pu q w h e n  c o m p a r e d  t o t h e  

s e mi p a r a m et ri c  e ffi ci e n c y  b o u n d  w hi c h  i s gi v e n  b y  A ´ 1 B β A ´ 1 T  
w h e r eβ  β  

" *  
B S e ff  p X i , Ri , Ri Y i , β q

A β  “  E  
T  

,
B β  

” ı  
b 2

B β  “  E  t S e ff  p X i , Ri , Ri Y i , β q u  . 

˚  rT o  p r e s e nt  t h e  t h e o r eti c al  pr o p e rt y  of  β  , w e  n e e d  t h e  f oll o wi n g r e g ul a rit y  
c o n diti o n s.  

C 1  T h e  u ni v a ri at e  k e r n el  f u n cti o n K pu q i s s y m m et ri c,  h a s  o r d e r  m , h a s  s m o ot h  
m t h d e ri v ati v e  a n d  i s s u p p o rt e d  o n  r ´1 , 1 s. T h e  m ulti v a ri at e  k e r n el  f u n c-
ti o n  K pu q i s t h e  pr o d u ct  of  t h e  u ni v a ri at e  k e r n el  f u n cti o n of  e a c h  c o m -
p o n e nt,  i. e. f o r a  q - di m e n si o n al v e ct o r  u , t h e  m ulti v a ri at e  k e r n el  f u n cti o n  q
c a n b e w ritt e n a s  K pu q “  j “ 1  K p u j  q . H e r e,  wit h  a  sli g ht  a b u s e  of  n o -
t ati o n,  w e  u s e  t h e  n ot ati o n  K  f o r b ot h  u ni v a ri at e  a n d  m ulti v a ri at e  k e r n el  
f u n cti o n s. Si mil a r  a s s u m pti o n s  h ol d  f o r a  p - di m e n si o n al v e ct o r  X  a s  w ell.  

C 2  T h e  f u n cti o n s f Y  |X , R“ 1 p y, x q, f X p x q a n d  π py, u , β , gq h a v e  m t h s m o ot h  
d e ri v ati v e s  wit h  r e s p e ct  t o  x . 

mC 3  T h e  b a n d wi dt h  h  s ati s fi e s  N 1 { 2 h  Ñ 0 a n d  N 1 { 2 h p  Ñ 8 a s  N  Ñ 8 . 
˚

T h e o r e m  4.  U n d e r  t h e r e g ul a rit y  c o n diti o n s  C 1 , C 2  a n d  C 3 , t h e e sti m at o r  βr  

s ati s fi e s  

N
˚  

N 1 { 2 p βr  ´ β q “ N  ´ 1 { 2  φ 3 β p x i , ri , ri y i , β , g  ˚ q ` o p p 1 q, 
i “ 1  

w h e r e  

„  "  * j ´ 1
B S ˚  

e ff  p X , R, R Y, β q
φ 3 β p x , r, r y, β , g  ˚ q “ ´  t S ˚E  e ff  p x , r, r y, β q

TB β  
˚` r k px , y, β , g  q u , 

˚ ˚  T
a n d  βq  s ati s fi e s  N 1 { 2 p βr  ´ β q Ñ  N p0 , A ´ 1 B 3 β A 3  

´  
β  
1  q  i n di st ri b uti o n  w h e n3 β  

N  Ñ 8 , w h e r e  

" *  
B S ˚  

A 3 β  “  E  e ff  p X i , Ri  
T  

, Ri Y i , β q  
,

B β  
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“  
B 3 β  “  E  t S e ff  

˚  p X i , Ri , Ri Y i , β q `  R i k p X i , Yi , β , g  ˚ q u b 2
‰  
. 

H e r e  

˚k p x i , yi , β , g  q 

t e  ´ g p u i q  ´  e  ´ g  ˚ p u i q ur a ˚ p u i q E t e  ´ h p Y i q  | x i , 1 u ´  E t e  ´ h p Y i q h 1 p Y i , β q |  x i , 1 usβ
“  

d ˚ p x i q
”  

ˆ  2 E t e  ´ h p Y i q  | x i , 1 u ´  e  ´ h p y i q  

ff  
˚  

E t e  ´ h p Y i  q  | x i , 1 u t e  ´ h p y i q  `  e  ´ g  p u i  q e  ´ 2 h p y i q u
´  . 

d ˚ p x i q  

T h e  p r o of  of  T h e o r e m  4  i s gi v e n  i n S e cti o n  8  of  t h e  S u p pl e m e nt a r y  M at e ri al  
[2 5 ]. We  s e e  t h at  e v e n  w h e n  t h e  c o n diti o n al  e x p e ct ati o n s  a r e  n o n p a r a m et ri c all y  

˚e sti m at e d  a n d  a  w o r ki n g  m o d el  f o r g  pu q i s u s e d,  t h e  r e s ulti n g  e sti m at o r  i s?  
N - c o n si st e nt, al b eit,  wit h  a  l o s s of  e ffi ci e n c y.  

˚U n d e r  t h e  s p e ci al  sit u ati o n  t h at  g  pu q “  g pu q, S ˚  
e ff  p x i , ri , ri y i , β q  b e c o m e s  

t h e t r u e e ffi ci e nt  s c o r e  S e ff  p x i , ri , ri y i , β q . T hi s  l e a d s t o 

E t B S ˚  T u “  0e ff  p x i , ri , ri y i , β , α q { B α  

˚a n d  t h e  f u n cti o n k px i , yi , β , g  q al s o  v a ni s h e s.  C o n s e q u e ntl y,  t h e  c o r r e s p o n di n g  

e sti m at o r s  βp , βq  a n d  βr  all  a c hi e v e  t h e  s e mi p a r a m et ri c  e ffi ci e n c y  b o u n d  a n d  a r e  
all  e ffi ci e nt  e sti m at o r s.  

˚  rC o r oll a r y  1.  W h e n  g  pu q “  g pu q, t h e c o r r e s p o n di n g  e sti m at o r s  βp , βq  a n d  β  
a r e  i d e nti cal  t o t h e fi r st  o r d e r.  I n a d diti o n,  t h e y a r e  all  e ffi ci e nt  a n d  r e a c h  t h e 
s e mi p a r a m et ri c  e ffi ci e n c y  b o u n d.  

O u r  m ai n  m e s s a g e  i n T h e o r e m s  2 , 3 , 4  i s t h at  t h e  di ffi c ult  t a s k  of  e sti m ati n g  
g pu q c a n  b e  a v oi d e d  d u e  t o a  v e r y  u n u s u al  r o b u st n e s s  pr o p e rt y  di s c o v e r e d  i n 

˚T h e o r e m  1 . W h e n  w e  u s e  a  w o r ki n g  m o d el  g  t h at  i s n ot  t h e  s a m e  a s  g , t h e  
v a ri o u s  p a r a m et ri c  o r  n o n p a r a m et ri c  e sti m ati o n  p r o c e d u r e s  of  t h e  c o n diti o n al  
m e a n s  bri n g  a n  e ffi ci e n c y  l o s s b ut  a r e  c o n si st e nt.  H o w e v e r,  C o r oll a r y  1  f u rt h e r 
r e v e al s  a n  i nt e r e sti n g f a ct t h at,  t hi s  e ffi ci e n c y  l o s s di s a p p e a r s  if t h e  w o r ki n g  

˚m o d el  g  pu q h a p p e n s  t o b e  i d e nti c al t o g . T hi s  p h e n o m e n o n  i s a  di r e ct  c o n s e -
˚q u e n c e  of  t h e  f a ct t h at  S ˚  i s n o  l o n g e r a n  el e m e nt  i n Λ K  u nl e s s  g  “  g . I n  e ff  

p r a cti c e,  o n e  c a n  fit  v e r y  fl e xi bl e  l o gi sti c r e g r e s si o n  m o d el  a n d  u s e  t h e  r e s ulti n g  
˚c o e ffi ci e nt s  a s  a  st a rti n g  p oi nt  f o r g  . We  e m p h a si z e  h e r e  t h at  t hi s  r e s ult  i s dif -

f e r e nt f r o m t h at  i n [2 9 ]. T h e  e sti m at o r  p r o p o s e d  i n [2 9 ], e v e n  if t h e  t r ut h  of  t h e  
n ui s a n c e  f u n cti o n i s k n o w n,  still  c a n n ot  a c hi e v e  t h e  s e mi p a r a m et ri c  e ffi ci e n c y  
b o u n d.  O n e  c a n  c h e c k  t h ei r  R e m a r k s  1  a n d  2  f o r d et ail s.  

5.  P r o p o s e d M e t h o d f o r  θ  

O n c e  β  i s e sti m at e d  wit h o ut  t h e  n e e d  of  e sti m ati n g  g pu q, w e m o v e f o r w a r d  t o  
p r o p o s e  e sti m at o r s  f o r θ  w hi c h  al s o  d o  n ot  r e q ui r e  t h e  e sti m ati o n  of  g pu q. Si mil a r  
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t o  T h e o r e m  1  f r o m S e cti o n  4 , t hi s  ni c e  f e at u r e f o r θ  i s al s o  a  b e n e fit  f r o m t h e  
st r u ct u r e  of  t h e  p r o p e n sit y  s c o r e  m o d el.  Si n c e  t h e  e sti m at o r s  pr o p o s e d  i n t hi s  
s e cti o n  a r e  n ot  b uilt  u p o n  t h e  e ffi ci e nt  i n fl u e n c e f u n cti o n, t hi s  pr o p e rt y  f o r θ  
al s o  d o e s  n ot  i n h e rit f r o m t h e  st a n d a r d  r o b u st n e s s  i n s e mi p a r a m et ri c  lit e r at u r e. 

T o  e sti m at e  θ , w e  m a k e  u s e  of  t h e  r el ati o n  

E t ζ pX , Y, θ q u “  E t ζ pX , Y, θ q |  R “  1 u pr pR “  1 q ` E t ζ pX , Y, θ q |  R “  0 u pr pR “  0 q. 

Si n c e  it i s b a s e d  o n  f ull y o b s e r v e d  d at a,  E t ζ pX , Y, θ q |  R  “  1 u pr pR  “  1 q

c a n  b e  e sti m at e d  b y  N  ´ 1  
ř N

i “ 1  r i ζ p x i , yi , θ q. F u rt h e r,  E t ζ pX , Y, θ q |  R  “  0 u “ş 
E t ζ pX , Y, θ q |  R  “  0 , x u f X |R p x , 0 qd x  a n d  

E t ζ px , Y, θ qpπ  ´ 1  ´  1 q |  x , 1 u  
E t ζ px , Y, θ q |  R “  0 , x u “  

E tp π  ́ 1  ´  1 q |  x , 1 u  

E rζ px , Y, θ q e x p t ´ h pY, β q u | x , 1 s
“  . 

E re x p t ´ h pY, β q u | x , 1 s 

H e n c e  E t ζ pX , Y, θ q |  R “  0 qpr pR “  0 q c a n  b e  e sti m at e d  b y  

N  ´ 1  
N  

Ep rζ px i , Y, θ q e x p t ´ h pY, β e s t q u  | x i , 1 s 
p1  ́  r i q  , 

pE re x p t ´ h pY, β e s t q u  | x i , 1 si “ 1  

w h e r e  β e s t  i s a  g e n e ri c  n ot ati o n  f o r a n  e sti m at o r  of  β . S u m m a ri zi n g  t h e  a b o v e  
a n al y si s,  w e  p r o p o s e  t o e sti m at e  θ  b y  s ol vi n g  

p0  “  E t ζ pX , Y, θ q u
˜ ¸  

E rζ px i , Y, θ q e x p t ´ h pY, β e s t q u  | x i , 1 s
“  N  ´ 1  

N  

r i ζ p x i , yi , θ q ` p 1  ́  r i q  
p  

. 
pE re x p t ´ h pY, β e s t q u  | x i , 1 si “ 1  

( 5. 1)  

I m p o rt a ntl y, (5. 1 ) d o e s  n ot  i n v ol v e t h e  u n k n o w n  f u n cti o n g pu q, h e n c e  it s h a r e s  
t h e  s a m e  r o b u st  pr o p e rt y  a s  t h e  e sti m ati o n  f o r β . T h e  t w o  e x p e ct ati o n s  i n (5. 1 ) 
a r e  b ot h  c o m pl et e  d at a  c o n diti o n al  e x p e ct ati o n s,  h e n c e  c a n  b e  a s s e s s e d  si mil a rl y  
a s  i n S e cti o n  4 . Al s o,  a n y  e sti m at o r  of  β  o bt ai n e d  i n S e cti o n  4  c a n  b e  u s e d  a s  
β e s t  . 

We  si m pl y  d e n ot e  t h e  e sti m at o r  f r o m s ol vi n g  (5. 1 ) a s  θp . I n a  s p e ci al  c a s e,  if 
t h e  i nt e r e st i s i n e sti m ati n g  E t ζ pX , Y q u , t h e n (5. 1 ) c a n  b e  si m pli fi e d  t o 

pE t ζ pX , Y q u 
˜ ¸  

“  N  ´ 1  E rζ px i , Y q e x p t ´ h pY, β e s t q u  | x i , 1 s 
N  

r i ζ p x i , yi q ` p 1  ́  r i q  
p  

. 
pE re x p t ´ h pY, β e s t q u  | x i , 1 si “ 1  

( 5. 2)  

5. 1.  T h e o r eti c al  P r o p e rti e s  

T h e  t h e o r eti c al  p r o p e rt y  of  Ep t ζ pX , Y q u i s r el ati v el y  si m pl e  t o o bt ai n  gi v e n  t h e  
r e s ult s  i n T h e o r e m s  2 , 3 , a n d  4 , a s  w e  s u m m a ri z e  b el o w.  
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L e m m a  2.  W h e n  N  Ñ 8 , t h e e sti m at o r  gi v e n  i n ( 5. 2 )  s ati s fi e s  

N  

N 1 { 2 rEp t ζ pX , Y q u  ́  E t ζ pX , Y q us  “  N  ´ 1 { 2  φ ζ  p x i , ri , ri y i , β , g  ˚ q `  o p p 1 q, 
i “ 1  

w h e r e  

φ ζ  p x , r, r y, β , g  ˚ q “  
E rζ px , Y q e x p t ´ h pY, β q u  | x , 1 s 

r ζ px , yq ` p 1  ́  r q  
E re x p t ´ h pY, β q u | x , 1 s 

´ E t ζ pX , Y q u
ˆ  ˙  

B  E rζ pX , Y q e x p t ´ h pY, β q u  | X , 1 s
` E  

TB β E re x p t ´ h pY, β q u  | X , 1 s 

ˆ φ β p x , r, r y, β , g  ˚ q `  k α p x , r, r y, β q. 

H e r e,  k α p x , r, r y, β q “  0  w h e n  t h e c o n diti o n al  e x p e ct ati o n s  a r e  k n o w n  a s  i n 
T h e o r e m  2 , 

ˆ ˙  
B  E rζ pX , Y q e x p t ´ h pY, β q u | X , 1 , α s

k α p x , r, r y, β q “  E  
B α T  E re x p t ´ h pY, β q u | X , 1 , α s 

N  

ˆ N  ´ 1 { 2  φ α p x , r, r yq
i “ 1  

w h e n  t h e c o n diti o n al  e x p e ct ati o n s  a r e  p a r a m et ri c all y  e sti m at e d  a s  i n T h e o r e m  
3 , a n d  

r t 1  ́  E p R  | x q u  e x p t ´ h py, β q u
k α p x , r, r y, β q “  

E re x p t ´ h pY, β q u | x , 1 sE pR  | x q
ˆ ˙  

E rζ pX , Y q e x p t ´ h pY, β q u | x , 1 s
ˆ  ζ px , yq ´  

E re x p t ´ h pY, β q u | x , 1 s 

w h e n  t h e c o n diti o n al  e x p e ct ati o n s  a r e  n o n p a r a m et ri c all y  e sti m at e d  a s  i n T h e -
o r e m  4 . F u rt h e r,  N 1 { 2 rEp t ζ pX , Y q u  ´  E t ζ pX , Y q us  Ñ  N p0 , V ζ  q , w h e r e  V ζ  “  

˚  b 2E t φ ζ  p X , R, R Y, β , g  q u . 

C o n s e q u e ntl y,  f o r θp , w e h a v e  

T h e o r e m  5.  W h e n  N  Ñ 8 , θp  s ati s fi e s  

N  

N 1 { 2 p θp  ́  θ q “ ´ A ´ 1 N  ´ 1 { 2  φ ζ  p x i , ri , ri y i , β , g  ˚ q `  o p p 1 q,θ  
i “ 1  

t h e r ef o r e, 
T  

N 1 { 2 p θp  ́  θ q Ñ  N p0 , A ´ 1 V ζ  A
´ 1  q ,θ  θ  

˚w h e r e  φ ζ  p x i , ri , ri y i , β , g  q, V ζ  a r e  gi v e n  i n L e m m a  2 , a n d  

TA θ  “ B E t ζ pX i , Yi , θ q u { B θ  . 

T h e  pr o of s  of  L e m m a  2  a n d  T h e o r e m  5  a r e  gi v e n  i n t h e  S e cti o n s  9  a n d  1 0  of  
t h e  S u p pl e m e nt a r y  M at e ri al  [2 5 ] r e s p e cti v el y.  
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6.  Si m ul a ti o n  S t u di e s  

We  c o n d u ct  s o m e  si m ul ati o n  st u di e s  t o e x a mi n e  t h e  fi nit e- s a m pl e  p e rf o r m a n c e  of  
o u r  pr o p o s e d  e sti m at o r s  a s  w ell  a s  t h ei r  c o m p a ri s o n  wit h  s o m e  e xi sti n g  m et h o d s  
i n t h e  lit e r at u r e. We  fi r st  p r e s e nt  t h e  si m ul ati o n  r e s ult s  f o r t h e  e sti m at o r s  of  β  
a n d  t h e n  f o r t h e  e sti m at o r s  of  θ . 

6. 1.  E sti m at o r s  o f  β  

We  fi r st  c o m p a r e  t h e  p e rf o r m a n c e  of  t h e  t h r e e  pr o p o s e d  e sti m at o r s  of  β . We  
c o n si d e r  a  di s c r et e  s h a d o w  v a ri a bl e  Z  wit h  t w o  c at e g o ri e s  s u c h  t h at  pr pZ  “  
´ 1 q “ pr pZ  “ 1 q “ 0 .5.  Gi v e n  Z  “ z , U  „ N pz,  1 q. Gi v e n  Z  “ z , U  “ u  a n d  

2R  “ 1,  Y  „ N tp u  ́ z q  , 1 u . T h e  p r o p e n sit y  m o d el  i s d e fi n e d  a s  π py,  u,  β,  g q “
e x pit t h py,  β q ` g pu q u wit h  h py q “ ´ β y  a n d  g pu q “ ´ a 1  ́ a 2 u  w h e r e  pβ,  a 1 , a2 q “
p ´0 .2 , 0 .4 , ́ 0 .3 q . T hi s  i s si mil a r  t o  a  si m ul ati o n  s etti n g  f r o m [2 3 ] a n d  w e  m o dif y  
it t o h a v e  t h e  a bilit y  t o e v al u at e  t h e  c a s e  w h e r e  t h e  c o n diti o n al  e x p e ct ati o n s  
a r e  k n o w n.  

˚
We  i m pl e m e nt t h e  e sti m at o r  βp  w h e r e  all  t h e  c o n diti o n al  e x p e ct ati o n s  a r e  

˚
r e pl a c e d  wit h  t h ei r  t r ut h,  t h e  e sti m at o r  βq  w h e r e  t h e  c o n diti o n al  e x p e ct ati o n s  
a r e  e v al u at e d  p a r a m et ri c all y  wit h  t h e  c o n diti o n al  d e n siti e s  e sti m at e d  u si n g  t h e

˚
m a xi m u m  li k eli h o o d m et h o d,  a n d  t h e  e sti m at o r  βr  w h e r e  t h e  c o n diti o n al  e x p e c -
t ati o n s  a r e  e sti m at e d  vi a  n o n p a r a m et ri c  k e r n el  r e g r e s si o n.  I n o r d e r  t o s ati sf y  t h e  
c o n diti o n s  C 1 , C 2  a n d  C 3  f o r t h e  1- di m e n si o n al  U  w hi c h  l e a d s t o p  “ 1 ( si n c e  
t h e  1- di m e n si o n al  Z  i s di s c r et e)  a n d  m  “  2,  w e  u s e  a  G a u s si a n  k e r n el  wit h  

˚b a n d wi dt h  1 .5 N  ´ 1 { 3 . We  c o n si d e r  t w o  di ff e r e nt  sit u ati o n s  f o r g  pu q t h at  it i s 
˚c o r r e ctl y  s p e ci fi e d  wit h  g pu q “ ´ 0 .4 ` 0 .3 u  a n d  mi s s p e ci fi e d  wit h  g  pu q “ ´ 0 .4 u , 

f o r t h r e e  s a m pl e  si z e s  N  “ 2 0 0 , 5 0 0 , 1 0 0 0.  

B a s e d  o n  1 0 0 0  si m ul ati o n  r e pli c at e s,  T a bl e  1  s u m m a ri z e s  t h e  e sti m ati o n  bi a s,  
t h e  M o nt e  C a rl o  st a n d a r d  d e vi ati o n,  t h e  e sti m at e d  st a n d a r d  e r r o r,  a n d  t h e  9 5 %  
c o v e r a g e  p r o b a bilit y.  Fr o m  T a bl e  1 , it i s cl e a r  t h at  all  t h e  e sti m at o r s  h a v e  v e r y  

˚s m all  e sti m ati o n  bi a s,  n o  m att e r  t h e  w o r ki n g  m o d el  g  pu q i s c o r r e ct  o r  n ot.  I n 
all  s c e n a ri o s,  t h e  e sti m at e d  st a n d a r d  e r r o r s  c al c ul at e d  t h r o u g h  t h e  a s y m pt oti c  
t h e o r y  a r e  f ai rl y cl o s e  t o t h e  M o nt e  C a rl o  st a n d a r d  d e vi ati o n s.  C o m p a r e d  t o  
t h e  sit u ati o n  wit h  t h e  c o r r e ct  m o d el  of  g pu q, alt h o u g h  n ot  d r a sti c  at  all,  t h e  
mi s s p e ci fi e d  sit u ati o n  h a s  a  littl e bit  e ffi ci e n c y  l o s s, w hi c h  m at c h e s  wit h  t h e  
t h e o r eti c al  pr o p e rti e s  of  t h e s e  e sti m at o r s  p r e s e nt e d  i n S e cti o n  4. 1 . T h e  c o v e r a g e  
p r o b a bilit y,  i n al m o st  all  s c e n a ri o s,  i s q uit e  cl o s e  t o  t h e  n o mi n al  l e v el 9 5 %.  T h e

˚
o nl y  e x c e pti o n  i s t h e  e sti m at o r  βr  , w h e r e  it i s sli g htl y  u n d e r- c o v e r e d  b ut  g et s  
b ett e r  w h e n  t h e  s a m pl e  si z e  i n c r e a s e s. T h e  p ot e nti al  r e a s o n  i s t h e  r el ati v el y  m o r e  
r e st ri cti v e  r e q ui r e m e nt  o n  t h e  s a m pl e  si z e  f o r n o n p a r a m et ri c  k e r n el  e sti m ati o n.  
O v e r all  t h e  r e s ult s  p r e s e nt e d  i n T a bl e  1  a r e  i n a c c o r d a n c e  t o t h at  f o u n d i n o u r  
t h e o r eti c al  d e ri v ati o n s.  T h e y  a r e  c o n vi n ci n g  i n t h at  t h e  p r o p o s e d  e sti m at o r s  of  

˚β  wit h  a n  a r bit r a ril y  mi s s p e ci fi e d  w o r ki n g  m o d el  g  pu q a r e  still  c o n si st e nt  a n d  
a s y m pt oti c all y  n o r m all y  di st ri b ut e d.  

https://puq��0.4u
https://gpuq��0.4`0.3u
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b y  1 0 0.  

g ˚ p u q

C o r r e c t  

N  

2 0 0  

E s ti m a t o r  
pβ  

Bi a s  

´ 0. 9 0  

S D  

1 8. 2 3  

S E  

1 6. 4 9  

C V P  

9 4. 9  

g p u q “ ´ 0 .4  ̀ 0 .3 u  qβ  
rβ  

´ 0. 9 1  

´ 3. 9 6  

1 8. 1 6  

1 6. 6 1  

1 6. 3 1  

1 5. 2 5  

9 4. 9  

9 3. 4  

5 0 0  pβ  ´ 0. 2 5  1 0. 4 1  9. 7 2  9 3. 5  
qβ  ´ 0. 2 5  1 0. 3 9  9. 7 3  9 3. 4  
rβ  ´ 1. 2 0  9. 8 9  9. 2 9  9 4. 3  

1 0 0 0  pβ  ´ 0. 2 3  6. 9 4  6. 8 0  9 5. 7  
qβ  ´ 0. 2 3  6. 9 3  6. 8 0  9 5. 9  
rβ  ´ 0. 6 9  6. 7 1  6. 5 4  9 5. 8  

T a b l e  1  
E sti m ati o n  bi a s  ( Bi a s ),  st a n d a r d  d e vi ati o n  ( S D ),  e sti m at e d  st a n d a r d  e r r o r  ( S E )  a n d  9 5 %  

c o v e r a g e  p r o b a bilit y  ( C V P )  of  t h e p r o p o s e d  e sti m at o r s  of  β . All  v al u e s  h a v e  b e e n  m ulti pli e d  

I n c o r r e c t  2 0 0  pβ ˚  ´ 0. 8 8  1 9. 1 1  1 6. 7 2  9 3. 3  

g ˚ p u q “ ´ 0 .4 u  qβ ˚  

rβ ˚  

´ 0. 7 9  

´ 4. 4 0  

1 8. 9 6  

1 7. 2 0  

1 6. 5 3  

1 4. 3 4  

9 3. 4  

9 0. 4  

5 0 0  pβ ˚  ´ 0. 1 6  1 1. 0 3  1 0. 2 7  9 4. 3  
qβ ˚  ´ 0. 1 0  1 0. 9 4  1 0. 1 4  9 4. 0  
rβ ˚  ´ 1. 4 0  1 0. 3 6  8. 5 0  9 0. 7  

1 0 0 0  pβ ˚  ´ 0. 2 4  7. 4 5  7. 2 2  9 4. 9  
qβ ˚  ´ 0. 2 0  7. 4 3  7. 1 2  9 4. 3  
rβ ˚  ´ 0. 8 0  6. 9 0  5. 9 5  9 1. 4  

6. 2.  E sti m at o r s  o f  θ  “ E pY  q 

T o  c o m p a r e  t h e  p r o p o s e d  e sti m at o r s  wit h  t h e  m et h o d  i n [2 3 ], w e  f o c u s o n  t h e  
e sti m ati o n  of  t h e  o ut c o m e  m e a n,  i. e., θ  “ E pY  q. Fr o m  S e cti o n  5 , t h e  p r o p o s e d  

e sti m at o r s  θp ˚ , θq ˚  o r  θr ˚  e s ti m at e  E pY  q a s  

˜ ¸
N  

Ep rY  e x p t ´ h pY, β e s t q u | x i , 1 s 
N  ´ 1  r i y i  ` p 1  ́ r i q  , 

Ep re x p t ´ h pY,  β e s t q u | x i , 1 si “ 1  

˚  ˚  ˚e s tw h e r e  β  “  βp  , βq  o r  βr  , r e s p e cti v el y.  B e si d e s  t h e  m et h o d  i n [2 3 ], w e  al s o  
ř N

c o m p a r e  wit h  t h e  o r a cl e  e sti m at o r  i “ 1  y i { N , w hi c h  a s s u m e s  n o  mi s si n g  d at a,  
ř N  ř N

a n d  t h e  n aï v e  e sti m at o r  i “ 1  r i y i {  i “ 1  r i , w hi c h  i s t h e  c o m pl et e- c a s e  e sti m at o r  
t h at  u s e s  o nl y  t h e  f ull y o b s e r v e d  d at a.  

We  c o n si d e r  t w o  si m ul ati o n  s etti n g s.  I n t h e  fir st  s etti n g,  t h e  d at a  g e n e r a -
ti o n  i s l a r g el y i d e nti c al t o t h at  i n S e cti o n  6. 1  e x c e pt  t h at  w e  u s e  a  q u a d r ati c  
f o r m of  t h e  n o n p a r a m et ri c  c o m p o n e nt  g pu q “ ´a 1  ´ a 2 u 2  w h e r e  pβ,  a 1 , a2 q “

βr ˚p ´ 0 .1 , 0 .2 , ´ 0 .3 q. W h e n  w e  i m pl e m e nt t h e  e sti m at o r  , w e  u s e  t h e  G a u s si a n  
k e r n el  wit h  b a n d wi dt h  1 .5 N  ´ 1 { 3 , a s  i n S e cti o n  6. 1 . We  c o n si d e r  t h e  mi s s p e c -

˚i fi e d m o d el  g  pu q “ ´0 .4 u  i n o u r  i m pl e m e nt ati o n s. B a s e d  o n  1 0 0 0  si m ul ati o n  
r e pli c at e s,  w e  r e p o rt  t h e  e sti m ati o n  bi a s,  t h e  M o nt e  C a rl o  st a n d a r d  d e vi ati o n,  
t h e  m e a n  s q u a r e d  e r r o r,  t h e  e sti m at e d  st a n d a r d  e r r o r  b a s e d  o n  2 0 0  b o ot st r a p  
s a m pl e s,  a n d  t h e  9 5 %  c o v e r a g e  p r o b a bilit y  i n T a bl e  2 . 

https://puq��0.4u
https://p�0.1,0.2,�0.3q
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T a b l e  2  
E sti m ati o n  bi a s  ( Bi a s ),  st a n d a r d  d e vi ati o n  ( S D ),  m e a n  s q u a r e d  e r r o r  ( M S E ),  e sti m at e d  
st a n d a r d  e r r o r  ( S E )  a n d  9 5 %  c o v e r a g e  p r o b a bilit y  ( C V P )  of  t h e p r o p o s e d  e sti m at o r s  of  

θ  “ E p Y  q , wit h  o n e- di m e n si o n al  U . All  v al u e s  h a v e  b e e n  m ulti pli e d  b y  1 0 0.  

g ˚ p u q  N  E s ti m a t o r  Bi a s  S D  M S E  S E  C V P  
C o r r e c t  2 0 0  O r a cl e  0. 5 7  1 2. 3 2  1 2. 3 2  1 2. 2 2  9 4. 7  

2g p u q “ ´ 0 .2  ̀ 0 .3 u  N aï v e  2 3. 4 6  1 7. 4 1  2 9. 2 1  1 7. 1 4  7 4. 6  
S W  ´ 5. 7 0  1 4. 8 9  1 5. 9 4  

pθ  ´ 0. 1 4  1 3. 6 3  1 3. 6 2  1 5. 6 9  9 7. 3  
qθ  ´ 0. 1 7  1 4. 0 3  1 4. 0 2  1 5. 8 7  9 7. 3  
rθ  ´ 2. 7 4  1 5. 7 4  1 5. 9 7  1 6. 6 1  9 5. 8  

5 0 0  O r a cl e  0. 6 3  7. 5 6  7. 5 8  7. 7 7  9 5. 5  
N aï v e  2 3. 8 4  1 1. 0 9  2 6. 2 9  1 0. 9 3  4 1. 6  
S W  ´ 6. 1 4  9. 4 4  1 1. 2 6  

pθ  0. 4 6  8. 2 0  8. 2 1  8. 4 5  9 5. 9  
qθ  0. 4 8  8. 4 9  8. 5 0  8. 7 0  9 5. 7  
rθ  ´ 0. 7 3  9. 6 4  9. 6 6  9. 8 0  9 5. 5  

1 0 0 0  O r a cl e  0. 2 9  5. 5 9  5. 6 0  5. 4 9  9 4. 3  
N aï v e  2 3. 6 0  7. 8 2  2 4. 8 6  7. 7 2  1 2. 0  
S W  ´ 6. 2 8  6. 5 9  9. 1 0  

pθ  0. 1 5  5. 8 7  5. 8 7  5. 8 8  9 4. 9  
qθ  0. 1 6  6. 0 5  6. 0 5  6. 0 5  9 5. 1  
rθ  ´ 0. 4 4  6. 8 3  6. 8 4  6. 8 2  9 4. 9  

I n c o r r e c t 2 0 0  O r a cl e  0. 5 7  1 2. 3 2  1 2. 3 2  1 2. 2 2  9 4. 4  
g ˚ p u q “ ´ 0 .4 u  N aï v e  2 3. 4 6  1 7. 4 1  2 9. 2 1  1 7. 1 1  7 4. 0  

S W  ´ 5. 7 0  1 4. 8 9  1 5. 9 4  

θp ˚  0. 3 1  1 4. 6 6  1 4. 6 7  1 8. 2 2  9 7. 6  
qθ ˚  0. 0 9  1 4. 4 7  1 4. 4 6  1 7. 4 8  9 7. 8  

θr ˚  ´ 4. 3 5  1 5. 9 7  1 6. 5 4  1 6. 6 2  9 5. 0  
5 0 0  O r a cl e  0. 6 3  7. 5 6  7. 5 8  7. 8 0  9 5. 6  

N aï v e  2 3. 8 4  1 1. 0 9  2 6. 2 9  1 0. 9 5  4 1. 8  
S W  ´ 6. 1 4  9. 4 4  1 1. 2 6  

θp ˚  0. 6 4  7. 9 7  7. 9 9  8. 5 2  9 5. 9  

θq ˚  0. 6 4  8. 2 4  8. 2 6  8. 5 9  9 6. 1  

θr ˚  ´ 1. 7 0  9. 7 8  9. 9 2  9. 9 0  9 5. 6  
1 0 0 0  O r a cl e  0. 2 9  5. 5 9  5. 6 0  5. 4 9  9 4. 2  

N aï v e  2 3. 6 0  7. 8 2  2 4. 8 6  7. 7 2  1 2. 2  
S W  ´ 6. 2 8  6. 5 9  9. 1 0  
pθ ˚  0. 2 4  5. 7 1  5. 7 1  5. 7 3  9 4. 6  

θq ˚  0. 2 3  5. 8 8  5. 8 8  5. 9 0  9 4. 8  

θr ˚  ´ 1. 1 0  6. 8 6  6. 9 5  6. 8 8  9 4. 4  

T h e  s e c o n d  s etti n g  c o n c e r n s  a  t w o- di m e n si o n al  U . S p e ci fi c all y,  w e  c o n si d e r  
v a ri a bl e  Z  wit h  t w o  c at e g o ri e s  s u c h  t h at  pr pZ  “  1 q “  pr pZ  “  2 q “  0 .5.  We  
g e n e r at e  U 1 |Z  “  z  „  N pz,  1 q a n d  U 2 |Z  “  z  „  N pz,  1 q. Al s o,  gi v e n  Z  “  z , 

2U  “ p u 1 , u2 q  a n d  R  “  1,  Y  „  N tp u 1  ´ z q 2  ` p u 2  ´ z q  , 1 u . T h e  p r o p e n sit y  
m o d el  i s d e fi n e d  a s  π py,  u , β, gq “ e x pit t h py,  β q ` g pu q u wit h  h py q “ ´ β y  a n d  

2 2g p u q “ ´ a 1  ´ a 2 u 1  ´ a 3 u 2  w h e r e  pβ,  a 1 , a2 , a3 q “ p ´ 0 .1 , 0 .8 , ́ 0 .2 , ́ 0 .2 q . W h e n  

w e  i m pl e m e nt t h e  e sti m at o r  θr ˚ , w e  u s e  a  f o u rt h o r d e r  Tri- w ei g ht  k e r n el  wit h  
˚

b a n d wi dt h  1 .0 N  ´ 1 { 6  w h e n  e sti m ati n g  βr  a n d  w e  u s e  a  s e c o n d  o r d e r  G a u s si a n  

https://g�puq��0.4u
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T a b l e  3  
E sti m ati o n  bi a s  ( Bi a s ),  st a n d a r d  d e vi ati o n  ( S D ),  m e a n  s q u a r e d  e r r o r  ( M S E ),  e sti m at e d  
st a n d a r d  e r r o r  ( S E )  a n d  9 5 %  c o v e r a g e  p r o b a bilit y  ( C V P )  of  t h e p r o p o s e d  e sti m at o r s  of  

θ  “ E p Y  q , wit h  t w o- di m e n si o n al U . All  v al u e s  h a v e  b e e n  m ulti pli e d  b y  1 0 0.  

g ˚ p u q  N  E s ti m a t o r  Bi a s  S D  M S E  S E  C V P  
C o r r e c t  2 0 0  O r a cl e  ´ 1. 8 9  1 5. 2 2  1 5. 3 2  1 5. 6 4  9 5. 2  

` 0 .2 u  
g p u q “ ´ 0 .8  ̀ 0 .2 u 2

1
2
2  

N aï v e  2 5. 3 7  1 9. 8 7  3 2. 2 2  2 0. 8 7  7 7. 9  
S W  ´ 1 1. 0 0  2 0. 7 1  2 3. 4 4  

pθ  ´ 1. 6 3  1 6. 2 1  1 6. 2 9  1 6. 8 2  9 4. 7  
qθ  ´ 2. 1 1  1 6. 7 0  1 6. 8 2  1 7. 2 8  9 4. 4  
rθ  ´ 5. 4 4  1 7. 0 0  1 7. 8 4  1 8. 0 9  9 5. 6  

5 0 0  O r a cl e  ´ 2. 0 9  9. 8 5  1 0. 0 7  9. 9 6  9 4. 6  
N aï v e  2 4. 8 2  1 2. 6 3  2 7. 8 5  1 3. 2 9  5 5. 8  
S W  ´ 8. 6 0  1 3. 8 8  1 6. 3 2  

pθ  ´ 1. 7 2  1 0. 4 1  1 0. 5 4  1 0. 6 1  9 4. 8  
qθ  ´ 2. 2 0  1 0. 7 1  1 0. 9 3  1 0. 9 2  9 5. 1  
rθ  ´ 4. 1 4  1 0. 7 4  1 1. 5 1  1 1. 1 8  9 4. 7  

1 0 0 0  O r a cl e  ´ 1. 5 9  6. 9 1  7. 0 9  7. 0 6  9 4. 6  
N aï v e  2 5. 6 5  9. 1 6  2 7. 2 3  9. 4 2  2 2. 5  
S W  ´ 6. 3 8  8. 7 2  1 0. 8 0  

pθ  ´ 1. 2 2  7. 3 3  7. 4 3  7. 4 8  9 5. 2  
qθ  ´ 1. 6 5  7. 5 5  7. 7 3  7. 7 0  9 4. 7  
rθ  ´ 2. 5 0  7. 7 2  8. 1 1  7. 8 1  9 4. 3  

I n c o r r e c t 2 0 0  O r a cl e  ´ 1. 8 2  1 5. 2 7  1 5. 3 7  1 5. 6 6  9 5. 5  
g ˚ p u q “ ´ 0 .4 u 1  ´ 0 .6 u 2  N aï v e  

S W  
2 5. 4 4  

´ 1 1. 0 0  
2 0. 0 2  
2 0. 7 1  

3 2. 3 6  
2 3. 4 4  

2 0. 8 8  7 8. 4  

pθ ˚  ´ 2. 3 3  1 5. 6 9  1 5. 8 5  1 6. 4 3  9 4. 4  
qθ ˚  ´ 2. 5 6  1 6. 2 7  1 6. 4 6  1 6. 6 5  9 4. 0  
rθ ˚  ´ 5. 4 8  1 7. 3 6  1 8. 1 9  1 8. 2 4  9 4. 6  

5 0 0  O r a cl e  ´ 2. 1 0  9. 8 4  1 0. 0 5  9. 9 5  9 4. 4  
N aï v e  2 4. 8 4  1 2. 5 9  2 7. 8 5  1 3. 2 8  5 5. 8  
S W  ´ 8. 6 0  1 3. 8 8  1 6. 3 2  
pθ ˚  ´ 2. 1 3  1 0. 4 3  1 0. 6 4  1 0. 6 0  9 3. 8  
qθ ˚  ´ 2. 4 6  1 0. 6 9  1 0. 9 6  1 0. 7 9  9 3. 4  
rθ ˚  ´ 4. 2 2  1 0. 6 3  1 1. 4 3  1 1. 2 5  9 4. 2  

1 0 0 0  O r a cl e  ´ 1. 6 1  6. 9 1  7. 0 9  7. 0 3  9 4. 3  
N aï v e  2 5. 6 3  9. 1 6  2 7. 2 1  9. 4 0  2 1. 9  
S W  ´ 6. 3 8  8. 7 2  1 0. 8 0  
pθ ˚  ´ 1. 3 5  7. 4 8  7. 5 9  7. 4 3  9 4. 5  
qθ ˚  ´ 1. 6 9  7. 6 5  7. 8 3  7. 5 9  9 3. 9  
rθ ˚  ´ 2. 4 4  7. 6 9  8. 0 7  7. 8 3  9 4. 7  

k e r n el  wit h  b a n d wi dt h  1 .0 N  ´ 1 { 3  f o r t h e E pY  q e sti m ati o n.  T h e  b a n d wi dt h  f o r 
˚  rβ  e sti m ati o n  i s m o di fi e d  i n o r d e r  t o s ati sf y  t h e  c o n diti o n s  C 1 , C 2  a n d  C 3  f o r 

t h e  2- di m e n si o n al  U  w hi c h  l e a d s t o p  “ 2  ( si n c e  t h e  1- di m e n si o n al  Z  i s di s c r et e)  
˚a n d  m  “ 4.  We  c o n si d e r  t h e  mi s s p e ci fi e d  m o d el  g  pu q “ ´ 0 .4 u 1  ´ 0 .6 u 2  i n o u r  

e x p e ri m e nt s.  T h e  c o r r e s p o n di n g  r e s ult s  a r e  s u m m a ri z e d  i n T a bl e  3 . 

T h e  r e s ult s  i n T a bl e s  2  a n d  3  d eli v e r  t h e  f oll o wi n g i nf o r m ati o n. Fi r stl y,  t h e  
n aï v e  m et h o d  h a s  v e r y  l a r g e bi a s  a n d  u n r eli a bl e  c o v e r a g e  p r o b a bilit y,  h e n c e  
s h o ul d  n ot  b e  u s e d  i n pr a cti c e.  Si mil a r  t o  S e cti o n  6. 1 , t h e  t h r e e  pr o p o s e d  m et h -
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o d s  all  p e rf o r m  w ell  i n t e r m s  of  s m all  bi a s,  cl o s e  M o nt e  C a rl o  st a n d a r d  d e vi ati o n  
a n d  e sti m at e d  st a n d a r d  e r r o r,  a s  w ell  a s  cl o s e  t o n o mi n al  c o v e r a g e  p r o b a bilit y.  
R el ati v el y,  t h e  n o n p a r a m et ri c  e sti m at o r  θr ˚  h a s  sli g htl y  l a r g e r bi a s,  b ut  t h e  bi a s  
q ui c kl y  v a ni s h e s  w h e n  t h e  s a m pl e  si z e  i n c r e a s e s. I n t e r m s  of  e sti m ati o n  e ffi -
ci e n c y,  t h e  p r o p o s e d  e sti m at o r s  p o s s e s s  v e r y  cl o s e,  al b eit  sli g htl y  l a r g e r, M o nt e  
C a rl o  st a n d a r d  d e vi ati o n  a n d  e sti m at e d  st a n d a r d  e r r o r  c o m p a r e d  t o  t h e  o r a cl e  
e sti m at o r,  e s p e ci all y  w h e n  t h e  m o d el  g pu q i s c o r r e ct  a n d  t h e  s a m pl e  si z e  i s l a r g e. 

T h e  c o m p a ri s o n  t o t h e  m et h o d  i n [2 3 ] i s al s o  o b vi o u s.  Wit h  a  o n e- di m e n si o n al  
U , alt h o u g h  all  t h e  st a n d a r d  d e vi ati o n s  a r e  cl o s e,  t h e  pr o p o s e d  e sti m at o r s  h a v e  a  
s m all e r  bi a s  h e n c e  a  s m all e r  M S E.  Wit h  a  t w o- di m e n si o n al  U , t h e  bi a s,  st a n d a r d  
d e vi ati o n  a n d  t h e  M S E  a r e  all  m u c h  s m all e r  t h a n  t h e  m et h o d  i n [2 3 ]. O n e  m a y  
n oti c e  t h at  w e  d o  n ot  r e p o rt  t h e  e sti m at e d  st a n d a r d  e r r o r  a n d  t h e  c o v e r a g e  
p r o b a bilit y  r e s ult s  f o r t h e  m et h o d  i n [2 3 ]. T hi s  c o n c e r n s  t h e  c o m p ut ati o n  ti m e.  
F o r  t h e  t w o- di m e n si o n al  U  c a s e,  o u r  m et h o d  wit h  s a m pl e  si z e  2 0 0  o nl y  t a k e s  l e s s 
t h a n  a  mi n ut e  t o fi ni s h  1 0 0 0  si m ul ati o n  r e pli c at e s  w h e r e a s  t h e  m et h o d  i n [2 3 ] 
t a k e s  a b o ut  2 5  mi n ut e s.  W h e n  t h e  s a m pl e  si z e  i n c r e a s e s t o 1 0 0 0,  o u r  m et h o d  
t a k e s  a b o ut  1 0  mi n ut e s  b ut  t h e m et h o d  i n [2 3 ] w o ul d  n e e d  a b o ut  1 6  h o u r s,  
n ot  e v e n  t o m e nti o n  t h at  t h e  st a n d a r d  e r r o r  e sti m ati o n  n e e d s  2 0 0  b o ot st r a p  
s a m pl e s.  T h e  c o m p ut ati o n al  c o m pl e xit y  of  t h e  m et h o d  i n [2 3 ] c o m e s  f r o m t h e  
f a ct t h at  t h ei r  k e r n el  e sti m ati o n  h a s  t o  b e  c o n d u ct e d  f o r e v e r y  v al u e  of  β  i n 
e v e r y  it e r ati o n. D u e  t o t h e  f a ct s t h at  o u r  g o al  of  t h e  p a p e r  i s n ot  t o  r e pli c at e  
t h e  r e s ult s  i n [2 3 ] a n d  t h at  t h e  s u p e ri o r  p e rf o r m a n c e  of  o u r  p r o p o s e d  m et h o d s  
i s al r e a d y  v e r y  a p p a r e nt  wit h o ut  c o m p a ri n g  t h e  e sti m at e d  st a n d a r d  e r r o r,  w e  
d e ci d e  n ot  t o r e p o rt  t h e  st a n d a r d  e r r o r  e sti m at e s  of  t h e  m et h o d  i n [2 3 ]. 

7.  D a t a  A p pli c a ti o n  

I n t hi s  s e cti o n,  w e  a n al y z e  a  d at a  s et  f r o m t h e  K o r e a n  L a b o r  &  I n c o m e P a n el  
St u d y  wit h  it s d et ail s  at  h t t p s : / / w w w . k l i . r e . k r / k l i p s _ e n g / i n d e x . d o . T hi s  
d at a  s et  c o nt ai n s  N  “  2 5 0 6  r e g ul a r  w a g e  e a r n e r s,  a n d  t h e  s ci e nti fi c  i nt e r e st i s 
t o e sti m at e  t h e  m e a n  of  t h e  m o nt hl y  i n c o m e i n t h e  y e a r  of  2 0 0 6  ( o ut c o m e  Y  ), 
w hi c h  h a s  a r o u n d  3 5 %  mi s si n g  v al u e s.  T h e  f ull y o b s e r v e d  c o v a ri at e s  X  i n t hi s  
d at a  s et  i n cl u d e: m o nt hl y  i n c o m e i n 2 0 0 5  ( c o nti n u o u s),  g e n d e r  ( di s c r et e  wit h  
t w o  c at e g o ri e s:  m al e,  f e m al e), a g e  ( di s c r et e  wit h  t h r e e  c at e g o ri e s:  l e s s t h a n  3 5,  
b et w e e n  3 5  a n d  5 1,  g r e at e r  t h a n  5 1),  e d u c ati o n  ( di s c r et e  wit h  t w o  c at e g o ri e s:  u p  
t o hi g h  s c h o ol  a n d  b e y o n d  hi g h  s c h o ol).  T hi s  d at a  s et  w a s  a n al y z e d  i n [2 8 ] a n d  
[2 3 ] w h e r e  t h e  f o r m e r si m pl y  a s s u m e d  a  p a r a m et ri c  l o gi sti c r e g r e s si o n  m o d el  f o r 
t h e  pr o p e n sit y.  

A c c o r di n g t o [ 2 3 ], t h e  mi s si n g n e s s  of  t h e  2 0 0 6  i n c o m e will  d e fi nit el y  d e p e n d  
o n  t h e  2 0 0 6  i n c o m e it s elf a s  w ell  a s  t h e  2 0 0 5  i n c o m e. F u rt h e r,  it i s r e a s o n a bl e  
t o a s s u m e  t h at,  gi v e n  2 0 0 5  i n c o m e a n d  2 0 0 6  i n c o m e, t h e  mi s si n g n e s s  d o e s  n ot  
d e p e n d  o n  s o m e  o r  all  of  g e n d e r,  a g e  a n d  e d u c ati o n.  We  f oll o w t h e  st r at e g y  i n 
[2 3 ] t o c o n si d e r  di ff e r e nt  i n st r u m e nt s Z  i n o u r  a n al y si s.  

R e g a r di n g  t h e  w o r ki n g  m o d el  of  g pu q, w e  fir st  fit  a  si m pl e  l o gi sti c r e g r e s si o n  
b et w e e n  R  a n d  U , w h e r e  U  i s t h e  2 0 0 5  i n c o m e, t h e n  u s e  it s l o git a s  t h e  w o r ki n g  

https://www.kli.re.kr/klips_eng/index.do
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m o d el.  T h at  i s, 
˚g  pu q “ 0 .6 7  ̀ 0 .6 9 u.  

F o r  a  c o m p a ri s o n,  w e  al s o  a r bit r a ril y  pi c k  a n ot h e r  w o r ki n g  m o d el  

( 7. 1)  

˚g  pu q “ 0 .3  ̀ 0 .1 u.  ( 7. 2)  

We  i m pl e m e nt t h e  p r o p o s e d  e sti m at o r  θr ˚  p r e s e nt e d  i n S e cti o n  5 . T h e  e sti m a -
ti o n  r e s ult s  a s  w ell  a s  t h e  c o r r e s p o n di n g  e sti m at e d  st a n d a r d  e r r o r s  b a s e d  o n  2 0 0  
b o ot st r a p  s a m pl e s  a r e  s u m m a ri z e d  i n T a bl e  4 . T a bl e  4  al s o  o utli n e s  t h e  r e s ult s  ř N  ř N
f r o m t h e  n aï v e  m et h o d  ( i “ 1  r i y i {  i “ 1  r i ),  t h e  p a r a m et ri c  m et h o d  pr o p o s e d  
i n [2 8 ] a n d  [2 3 ]. 

Fr o m  T a bl e  4 , t h e  n aï v e  m et h o d,  w hi c h  d o e s  n ot  t a k e  i nt o a c c o u nt  t h e  n o ni g -
n o r a bl e  mi s si n g n e s s,  cl e a rl y  o v e r- e sti m at e s  t h e  m o nt hl y  i n c o m e i n 2 0 0 6,  t h e r e -
f o r e t h e  n aï v e  m et h o d  i s s e v e r el y  bi a s e d.  T h e  p a r a m et ri c  m et h o d  p r o p o s e d  i n 
[2 8 ] c a n  l a r g el y all e vi at e  t h e  e sti m ati o n  bi a s,  b ut  it s e e m s  s e n siti v e  t o  t h e  c h oi c e  
of  t h e  i n st r u m e nt, i. e., t h e  m o d el  mi s s p e ci fi c ati o n.  A d diti o n all y,  t h e  e sti m at e d  
st a n d a r d  e r r o r s  f r o m t hi s  m et h o d  i s m u c h  l a r g e r t h a n  t h e  m et h o d s  t h at  a s -
s u m e  t h e  s e mi p a r a m et ri c  pr o p e n sit y.  O n e  p ot e nti al  r e a s o n  i s t h at  t h e  p a r a m et -
ri c  pr o p e n sit y  i s v e r y  f r a gil e t o  t h e  mi s s p e ci fi e d  g pu q. I n g e n e r al,  [2 3 ] a n d  t h e  

p r o p o s e d  e sti m at o r  θr ˚  gi v e  v e r y  si mil a r  r e s ult s  t o b ot h  p a r a m et e r  e sti m ati o n  
a n d  st a n d a r d  e r r o r  e sti m ati o n.  I nt e r e sti n gl y, θr ˚  al w a y s  e sti m at e s  t h e  m o nt hl y  
i n c o m e i n 2 0 0 6  j u st sli g htl y  l a r g e r t h a n  t h e  m et h o d  i n [2 3 ]. 

T a b l e  4  
E sti m at e s  of  m o nt hl y  i n c o m e i n 2 0 0 6  ( st a n d a r d  e r r o r  e sti m at e s  i n p a r e nt h e s e s )  f r o m t h e 

K o r e a n  L a b o r  &  I n c o m e  P a n el  St u d y  d at a  s et.  

I n s t r u m e nt z  N aï v e  P a r a m e t ri c  M e t h o d  i n [2 3 ] rθ ˚  wi t h  ( 7. 1 )  rθ ˚  wi t h  ( 7. 2 )  
all  
a g e, e d u c a ti o n  
a g e, g e n d e r  
e d u c a ti o n, g e n d e r  
a g e  
e d u c a ti o n  
g e n d e r  

2 0 5. 7 ( 2. 8 )  

1 8 3. 9 ( 2. 6 )  
1 8 5. 4 ( 3. 0 )  
1 8 3. 1 ( 3. 8 )  
1 8 3. 2 ( 4. 5 )  
1 9 6. 2 ( 6. 3 )  
1 8 8. 2 ( 5. 9 )  
1 8 6. 1 ( 5. 5 )  

1 8 6. 0  ( 2. 4 )  
1 8 6. 0  ( 2. 4 )  
1 8 6. 3  ( 2. 4 )  
1 8 5. 4  ( 2. 1 )  
1 8 6. 4  ( 2. 3 )  
1 8 5. 1  ( 2. 2 )  
1 8 5. 5  ( 2. 3 )  

1 8 8. 6  ( 2. 6 )  
1 8 8. 4  ( 2. 7 )  
1 8 8. 9  ( 2. 6 )  
1 8 8. 1  ( 2. 6 )  
1 8 9. 7  ( 2. 9 )  
1 8 9. 5  ( 2. 8 )  
1 8 7. 6  ( 2. 5 )  

1 8 7. 4  ( 2. 4 )  
1 8 7. 4  ( 2. 4 )  
1 8 7. 8  ( 2. 5 )  
1 8 6. 8  ( 2. 6 )  
1 8 8. 2  ( 2. 5 )  
1 8 7. 4  ( 2. 8 )  
1 8 5. 7  ( 2. 5 )  

8.  Di s c u s si o n  

I n t hi s  p a p e r,  w e  p r o p o s e  a  n o v el  e sti m ati o n  p r o c e d u r e  f o r t h e  p a r a m et e r  β  i n 
t h e  s e mi p a r a m et ri c  pr o p e n sit y  m o d el  f o r n o ni g n o r a bl e  mi s si n g  d at a,  a s  w ell  a s  
f o r a  g e n e r al  f u n cti o n al θ . I n t hi s  m o d el,  t h e r e  a r e  t h r e e  n o n p a r a m et ri c  n ui s a n c e  
c o m p o n e nt s:  f Y  |X , R“ 1 p y,  x q, f X p x q a n d  g pu q, w h e r e  t h e  fir st  t w o  d o  n ot  i n v ol v e 
a n y  mi s si n g  d at a  s o  t h ei r  e sti m at e s  a r e  st a n d- al o n e  a n d  c a n  b e  fl e xi bl e,  w h e r e a s  
t h e  e sti m ati o n  of  g pu q i s g e n e r all y  n ot  st r ai g htf o r w a r d.  

We  t r e at  it a s  a  s e mi p a r a m et ri c  m o d el  a n d  c h a r a ct e ri z e  it s g e o m et ri c  st r u c -
t u r e.  T hi s  g e o m et ri c  r e p r e s e nt ati o n  i s u s ef ul  b e c a u s e  it will  e n a bl e  u s  t o i d e ntif y 
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i n fl u e n c e f u n cti o n s of  r e g ul a r  a n d  a s y m pt oti c all y  li n e a r e sti m at o r s,  w hi c h,  i n 
t u r n,  will  m oti v at e  v a ri o u s  e sti m ati n g  e q u ati o n s  f o r t h e  p a r a m et e r  of  i nt e r e st. 
We  d e ri v e  t h e  e ffi ci e nt  s c o r e  S e ff  f o r e sti m ati n g  β . I n st e a d of  di r e ctl y  e m pl o yi n g  

˚t hi s  e ffi ci e nt  s c o r e,  w e  e x pl oit  di ff e r e nt  f o r m s of  S e ff  wi t h  a  w o r ki n g  m o d el  g  pu q
b e a ri n g  i n mi n d  t h at  t h e  e sti m ati o n  of  g pu q i s c u m b e r s o m e.  F o rt u n at el y,  o u r  
p a p e r  s h o w s  t h at,  t hi s  “ w o r ki n g ”  e ffi ci e nt  s c o r e  f u n cti o n S ˚  

e ff  r e m ai n s  t o b e  m e a n  
z e r o,  f o r r e a s o n s  p e rt ai ni n g  t o  t h e  l o gi sti c pr o p e n sit y  f o r m a n d  it s a d diti v e  f o r m 
i n si d e t h e  li n k f u n cti o n. T hi s  all o w s  u s  t o u s e  a  si m pl e r,  al b eit  p o s si bl y  i n c o r-
r e ct,  m o d el  f o r g pu q t o f o r m e sti m ati n g  e q u ati o n s  w h o s e  s ol uti o n  will  still  yi el d  
c o n si st e nt  e sti m at o r s  of  β . We  al s o  fi n d  o ut  t h at  t h e  si mil a r  s pi rit  a p pli e s  t o t h e  
e sti m ati o n  of  θ  a s  w ell.  I n ot h e r  w o r d s,  o u r  e sti m ati o n  p r o c e d u r e  d o e s  n ot  n e e d  
t h e  e sti m ati o n  of  g pu q at  all.  It i s e x citi n g  t h at,  c o m p a r e d  t o  ot h e r  m et h o d s  i n 
t h e  lit e r at u r e, o u r  pr o p o s al  w o ul d  p ot e nti all y  b ri n g  t r e m e n d o u s  c o n v e ni e n c e  f o r 
e n d- u s e r s,  a n d  g r e atl y  b r o a d e n  t h e  a p pli c a bilit y  of  t hi s  s e mi p a r a m et ri c  pr o p e n -
sit y  m o d el  f o r r e al  a p pli c ati o n s.  T hi s  i s t h e  k e y  i n n o v ati o n of  o u r  w o r k.  

A n al y zi n g  n o ni g n o r a bl e  mi s si n g  d at a  h a s  b e e n  a  c h all e n gi n g  b ut  a cti v e  r e -
s e a r c h  a r e a  o v e r  t h e  y e a r s.  M o st  r e c e ntl y,  [1 1 ] a d o pt e d  a  di ff e r e nt  s e mi p a r a m et ri c  
p r o p e n sit y  m o d el  t h r o u g h  a n  u n s p e ci fi e d  f u n cti o n of  Y  a n d  a  p a r a m et ri c  f o r m 
of  U . T hi s  m o d eli n g  di ff e r e n c e  l e a d s t o  c o m pl et el y  di ff e r e nt  st ati sti c al  t r e at -
m e nt s  f r o m u s.  Al s o,  [1 3 ] d e v el o p e d  s o m e  v e r y  i nt e r e sti n g r e s ult s  i n t h at  m e a n  
f u n cti o n al s c a n  still  b e  i d e nti fi e d a n d  e sti m at e d  e v e n  wit h o ut  f ull y i d e ntif yi n g 
t h e  w h ol e  d at a  di st ri b uti o n.  

T o  c o n cl u d e  o u r  p a p e r,  w e  t hi n k  it i m p e r ati v e t o  cl e a rl y  s u m m a ri z e  a n d  
c o nt r a st  s o m e  n u a n c e d  di ff e r e n c e s  of  o u r  w o r k  wit h  s o m e  r el e v a nt  lit e r at u r e. 

8. 1.  C o m p a ri s o n  wit h  [2 3 ] a n d  [2 7 ] 

T h e  m o d el  (1. 2 ) w a s  p r o p o s e d  i n [2 3 ]. T h ei r  m ai n  i d e a of  e sti m ati o n  i s t o  c o n -
st r u ct  s u ffi ci e nt  e sti m ati n g  e q u ati o n s  f o r β . T h ei r  e sti m ati n g  e q u ati o n s  a r e  b a s e d  
o n  

E rw l p Z q t R { π pY, u , β , gq ´  1 u |  u s “  0 , l  “  1 , . . . , L,  

w h e r e  w l p z q i s a n  a r bit r a r y  f u n cti o n of  z . If  Z  i s di s c r et e  wit h  t h e  n u m b e r  of  
c at e g o ri e s  L  s ati sf yi n g  L  ě  d `  1,  t h e  a ut h o r s  si m pl y  a d v o c at e d  u si n g  w l p z q “
I pz  “  lq; w hil e  w h e n  Z  i s c o nti n u o u s,  t h e  a ut h o r s  s u g g e st e d  r e pl a ci n g  t h e m  b y  
s o m e  m o m e nt  f u n cti o n s. I n s e rti n g t h e  f o r m of  π pY, u , β , gq, o n e  o bt ai n s  t h at  

e x p t ´ g pu q u E rw l p Z qR e x p t ´ h pY, β q u | u s “  E t w l p Z qp 1  ́  R q |  u u . 

F u rt h e r,  t o e sti m at e  e x p t ´ g pu q u , t h e  a ut h o r s  si m pl y  c h o s e  w l p z q a s  a  c o n st a nt  
a n d  t h e n  a d o pt e d  t h e  pr o fili n g  t e c h ni q u e,  i. e., f o r e a c h  fi x e d  β , t h e y  e sti m at e d  
e x p t ´ gp pu , β q u b y  

ř N  
i “ 1 p 1  ́  r i q K t p u  ́  u i q

e x p t ´ gp pu , β q u “  , ( 8. 1)ř N  
i “ 1  r i  e x p t ´ h py i , β q u K t p u  ́  u i q  
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w h e r e  K  i s a  k e r n el  f u n cti o n a n d  t i s a  b a n d wi dt h.  I n ot h e r  w o r d s,  t h e  a ut h o r s  
e sti m at e d  t h e  n o n p a r a m et ri c  c o m p o n e nt  g pu q vi a  t h e  k e r n el  e sti m ati o n.  I n t h ei r  
m et h o d,  t hi s  st e p  of  e sti m ati n g  g pu q i s i m p o rt a nt a n d  i n e vit a bl e. 

M oti v at e d  b y  e n h a n ci n g  t h e  e sti m ati o n  e ffi ci e n c y,  [2 7 ] al s o  st u di e d  t h e  s a m e  
m o d el  (1. 2 ) a n d  p r o p o s e d  a  v a ri et y  of  e sti m at o r s  f o r b ot h  β  a n d  θ  vi a  m a xi m u m  
li k eli h o o d o r  c ali b r ati o n.  I n [2 7 ], t h e  a ut h o r s  al s o  r eli e d  o n  t h e  a b o v e  r el ati o n  
(8. 1 ) f o r it e r ati v el y e sti m ati n g  a n d  u p d ati n g  t h e  n o n p a r a m et ri c  c o m p o n e nt  g pu q. 

Gi v e n  t h at  g pu q i s n ot  at  t h e  c e nt e r  of  s ci e nti fi c  i nt e r e st, i n t hi s  p a p e r,  w e  
e x pl o r e  t h e  p o s si bilit y  of  a v oi di n g  e sti m ati n g  it. T h e  k e y  m e s s a g e  of  o u r  p a p e r  i s, 
it i s f e a si bl e t o  a c hi e v e  t hi s  g o al  b y  c a r ef ull y  c h a r a ct e ri zi n g  t h e  s e mi p a r a m et ri c  
st r u ct u r e  of  t h e  m o d el.  

T h e  ot h e r  k e y  f e at u r e of  o u r  w o r k,  c o m p a r e d  t o  [2 3 ] a n d  [2 7 ], i s t h at  w e  
ri g o r o u sl y  i n v e sti g at e d t h e  s e mi p a r a m et ri c  st r u ct u r e  of  t h e  m o d el  (1. 2 ) a n d  
d e ri v e d  t h e  e ffi ci e nt  s c o r e  f u n cti o n S e ff  i n P r o p o siti o n  2  f o r e sti m ati n g  β . T h o u g h  
o u r  pr o p o s e d  e sti m at o r s  i n t hi s  p a p e r  w e r e  n ot  di r e ctl y  i m pl e m e nt e d a c c o r di n g  
t o S e ff  , C o r oll a r y  1  s h o w e d t h at, if g pu q w e r e  k n o w n,  o u r  pr o p o s e d  e sti m at o r s  
a c hi e v e  t h e  s e mi p a r a m et ri c  e ffi ci e n c y  b o u n d,  t h e  b e st  p o s si bl e  e ffi ci e n c y  a m o n g  
all  r e g ul a r  a s y m pt oti c all y  li n e a r e sti m at o r s.  T o  t h e  c o nt r a r y,  n eit h e r  [2 3 ] n o r  
[2 7 ] t h e o r eti c all y  st u di e d  t h e  e sti m ati o n  e ffi ci e n c y  of  β . I n [2 7 ], t h o u g h  t h ei r  
m et h o d s  a r e  n u m e ri c all y  m o r e  e ffi ci e nt  t h a n  t h at  i n [2 3 ], t h e r e  i s n o  t h e o r eti c al  
s u p p o rt  pr o vi d e d.  I n a d diti o n,  b uil di n g  o n  t h e  t h e o r eti c al  i n v e sti g ati o n s i n t hi s  
p a p e r,  [2 4 ] al s o  d e ri v e d  t h e  e ffi ci e nt  s c o r e  f o r e sti m ati n g  t h e  f u n cti o n al θ . T h e r e  
i s a n  i nt e r e sti n g t r a d e o ff  b et w e e n  e ffi ci e n c y  a n d  r o b u st n e s s  i n e sti m ati n g  θ , a n d  
r e a d e r s  of  i nt e r e st i n t hi s  t o pi c  a r e  e n c o u r a g e d  t o  r ef e r  t o  [2 4 ] di r e ctl y.  

8. 2.  C o m p a ri s o n  wit h  [1 6 ] a n d  [1 7 ] 

T h e  w o r k  of  [1 6 ] a n d  [1 7 ] f oll o w e d t h e  p att e r n- mi xt u r e  f a ct o ri z ati o n i d e a, a n d  
t h ei r  m o d el  d e c o m p o siti o n  r e st s  o n  t h e  o d d s  r ati o  f u n cti o n 

pr pR  “ 0  | y,  u qpr pR  “ 1  | y  “ 0 , u q
O R py,  u q “  

pr pR  “ 1  | y,  u qpr pR  “ 0  | y  “ 0 , u q 

wit h  O R py  “  0 , u q “  1,  a n d  t w o  ot h e r  n o n p a r a m et ri c  c o m p o n e nt s:  
f Y, Z |U , R“ 1 p y,  z , u q a n d  pr pR  “  1  | y  “  0 , u q. T hi s  s et  of  d e c o m p o siti o n  i s 
e q ui v al e nt  t o w h at  w e  c o n si d e r  i n t hi s  p a p e r  wit h  

pr pR  “ 1  | y,  u q “ e x pit t ´ l o g O R py,  u q ` g pu q u 

w h e r e  g pu q “  l o gitt pr pR  “  1  | y  “  0 , u q u . It i s w o rt h w hil e  t o  m e nti o n  t h at,  
t h e  m o d el  i d e nti fi a bilit y r e s ult  i n S e cti o n  3  of  [1 6 ] d o e s  n ot  n e e d  a  p a r a m et -
ri c  O R py,  u q, pr o vi d e d  t h at  it c a n  b e  i d e nti fi e d b y  s ol vi n g  a  t y p e-I  Fr e d h ol m  
e q u ati o n.  N e v e rt h el e s s,  all  ot h e r  p a rt s  t h at  f oll o w, t h ei r  S e cti o n s  4- 6,  all  n e e d  a  
p a r a m et ri c  O R py,  u q, w hi c h  i s e s s e nti all y  t h e  s a m e  a s  t h e  m o d el  (1. 3 ). E s p e ci all y,  
i n t h e  n u m e ri c al  p a rt  of  [1 6 ], t h ei r  S e cti o n  5,  t h e y  a s s u m e d  O R py,  u q “ O R py q, 
w hi c h  i s a ct u all y  t h e  s a m e  a s  t h e  m o d el  (1. 2 ) of  t hi s  p a p e r.  
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Si mil a r  t o  [2 3 ], t h e  di ffi c ult y  i n t h e  e sti m ati o n  of  [1 6 ] a n d  [1 7 ] i s h o w  t o  
e sti m at e  p r pR  “  1  | y  “  0 , u q: o ut  of  t h e  t w o  ot h e r  n o n p a r a m et ri c  c o m p o n e nt s  
f Y, Z |U , R“ 1 p y,  z , u q a n d  pr pR  “  1  | y  “  0 , u q, f Y , Z |U , R“ 1 p y,  z , u q c a n  b e  fitt e d  
a n d  e sti m at e d  u si n g  t h e  o b s e r v e d  d at a  w h e r e a s  pr pR  “  1  | y  “  0 , u q c a n n ot.  
T h e  d o u bl y  r o b u st  e sti m ati o n  p r e s e nt e d  i n [1 6 ] a n d  [1 7 ], e s p e ci all y  t h e  i n v e r s e 
p r o b a bilit y  w ei g ht e d  e sti m ati o n,  i m p o s e d a  c o r r e ctl y  s p e ci fi e d  p a r a m et ri c  m o d el  
of  p r pR  “  1  | y  “  0 , u q. T o  t h e  c o nt r a r y,  t h e  m ai n  g o al  of  o u r  p a p e r  i s t o  
p r o p o s e  e sti m at o r s  t h at  c a n  a v oi d  e sti m ati n g  t hi s  n ui s a n c e  c o m p o n e nt.  T hi s  i s 
t h e  f u n d a m e nt al di ff e r e n c e  of  o u r  w o r k  wit h  [1 6 ] a n d  [1 7 ]. 

It i s al s o  h el pf ul  t o cl a rif y  t h at  t h e  s e mi p a r a m et ri c  e ffi ci e n c y  t h e o r y  i n S e cti o n  
6 of [ 1 6 ] di d  n ot  e xi st  i n a n  e a rli e r  v e r si o n  of  t h ei r  p a p e r.  I n o u r  p a p e r,  t h e  
d e ri v ati o n  of  e ffi ci e nt  i n fl u e n c e f u n cti o n r eli e s  o n  t h e  c o r r e ct  c h a r a ct e ri z ati o n  of  
t h e  n ui s a n c e  t a n g e nt  s p a c e  a n d  it s c o m pl e m e nt.  T h e  pr o c e s s  of  o u r  d e ri v ati o n  i s 
di ff e r e nt  a n d  i n d e p e n d e nt t o S e cti o n  6  of  [1 6 ]. M o r e  i m p o rt a ntl y, alt h o u g h  t h e  
e ffi ci e nt  i n fl u e n c e f u n cti o n w a s  d e ri v e d  i n [1 6 ], t h ei r  e sti m ati o n  st r at e g y  d o e s  
n ot  r el y  o n  it at  all.  T h e  d o u bl y  r o b u st  e sti m at o r  p r e s e nt e d  i n S e cti o n  4  of  [1 6 ] 
n e e d s  a  u s e r- s p e ci fi e d  f u n cti o n, a n d  it i s N O T  s e mi p a r a m et ri c all y  e ffi ci e nt  e v e n  
if b ot h  f Y, Z |U , R“ 1 p y,  z , u q a n d  pr pR  “  1  | y  “  0 , u q a r e  c o r r e ctl y  s p e ci fi e d.  O n e  
c a n  c h e c k  e q u ati o n s  ( 1 3)  a n d  ( 1 4)  i n [1 6 ] f o r m o r e  d et ail s.  

8. 3.  C o m p a ri s o n  wit h  [1 8 ] a n d  [2 9 ] 

I n t h e  lit e r at u r e, t h e r e  e xi st  ot h e r  r el e v a nt  p a p e r s  t h at  r eli e d  o n  di ff e r e nt  m o d -
eli n g  a s s u m pti o n s  t h a n  t hi s  w o r k.  

I n st e a d of  c o n si d e ri n g  t h e  s e mi p a r a m et ri c  m e c h a ni s m,  [1 8 ] st u di e d  t h e e ffi -
ci e nt  e sti m ati o n  b a s e d  o n  a  p u r el y  p a r a m et ri c  m e c h a ni s m  π py,  u q. T h e  e ffi ci e nt  
s c o r e  f o r e sti m ati n g  β  b a s e d  o n  t h e  p a r a m et ri c  π py,  u q, pr e s e nt e d  i n L e m m a  4. 1  
of  [1 8 ], c a n  b e  r e g a r d e d  a s  a  s p e ci al  c a s e  of  P r o p o siti o n  2  p r e s e nt e d  i n S e cti o n  3  
of  t hi s  p a p e r,  t h o u g h  t h e  d e ri v ati o n  of  P r o p o siti o n  2  i s q uit e  m o r e  i n v ol v e d 
b e c a u s e  of  t h e  n o n p a r a m et ri c  c o m p o n e nt  g pu q. M o r e  i m p o rt a ntl y, u si n g  t h e  
e ffi ci e nt  s c o r e  i n [1 8 ], w hi c h  h a s  a  m u c h  si m pl e r  f o r m, o n e  c a n  i m m e di at el y pr o -
p o s e  a d a pti v e  a n d  e ffi ci e nt  e sti m at o r s  f o r β , t h at  w e r e  pr e s e nt e d  i n S e cti o n  5  of  
[1 8 ]. 

F urt h e r,  i n st e a d of  m o d eli n g  t h e  m e c h a ni s m  eit h e r  p a r a m et ri c all y  o r  s e mi-
p a r a m et ri c all y,  [2 9 ] di d  n ot  i m p o s e a n y  a s s u m pti o n  o n  π py,  u q w hil e  a s  a  pri c e  
f o r t hi s,  t h e y  a d o pt e d  a  p u r el y  p a r a m et ri c  m o d el  o n  t h e  r e g r e s si o n  r el ati o n  
f Y  |X p y,  x q. T h e y  st u di e d  t h e  e sti m ati o n  a n d  i nf e r e n c e of  t h e  r e g r e s si o n  p a r a m e -
t e r.  T h ei r  a p p r o a c h  i s s uit a bl e  f o r u n d e r st a n di n g  t h e  r e g r e s si o n  r el ati o n  b et w e e n  
Y  a n d  X . H e r e,  o u r  r e g r e s si o n  r el ati o n  b et w e e n  Y  a n d  X  i s t ot all y  u n s p e ci fi e d,  
a n d  w e  i m p o s e t h e  w e a k e st  p o s si bl e  a s s u m pti o n  w hi c h  o nl y  s p e ci fi e s  t h e  d e -
p e n d e n c e  of  t h e  p r o p e n sit y  s c o r e  m o d el  o n  t h e  o ut c o m e  w hil e  all o wi n g  all  ot h e r  
m o d el s  c o m pl et el y  u n s p e ci fi e d.  T h e  s ci e nti fi c  g o al  h e r e  i s t o e sti m at e  t h e  p a r a m -
et e r  θ  t h at  s ati s fi e s  E t ζ pX , Y,  θ q u “  0 , i n st e a d of  a n y  r e g r e s si o n  p a r a m et e r s.  

Te c h ni c all y,  t h e r e  e xi st  s o m e  i nt ri n si c di ff e r e n c e,  i n t e r m s  of  e ffi ci e n c y,  of  t h e  
e sti m at o r s  p r o p o s e d  i n t h e s e  t w o  p a p e r s.  T h e  e sti m at o r  pr o p o s e d  i n [2 9 ], e v e n  
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if t h e  t r ut h  of  t h e  n ui s a n c e  f u n cti o n i s k n o w n,  still  c a n n ot  a c hi e v e  t h e  s e mi p a r a -
m et ri c  e ffi ci e n c y  b o u n d.  O n e  c a n  c h e c k  t h ei r  R e m a r k s  1  a n d  2  f o r d et ail s.  I n t hi s  
p a p e r,  C o r oll a r y  1  s h o w s  t h at,  if t h e  c o r r e s p o n di n g  t r u e  n ui s a n c e  i s a v ail a bl e,  
o u r  pr o p o s e d  e sti m at o r s  a r e  all  e ffi ci e nt  a n d  r e a c h  t h e  s e mi p a r a m et ri c  e ffi ci e n c y  
b o u n d.  

F urt h e r,  t h e  r o b u st n e s s  pr o p e rt y  e st a bli s h e d  h e r e  i s n ot  d u e  t o t h e  s a m e  
r e a s o n  a s  i n [2 9 ]. I n f a ct, t h e  r o b u st n e s s  pr o p e rt y  h e r e  i s di r e ctl y  li n k e d t o t h e  
st r u ct u r e  of  t h e  p r o p e n sit y  s c o r e  m o d el  a n d  i s a  u ni q u e  pr o p e rt y.  

Fi n all y,  t h e  f r a m e w o r k of  [2 9 ] i s si m pl e r,  w h e r e  t h e  ulti m at e  g o al  i s t o  e sti m at e  
t h e  p a r a m et e r  i n f Y  |X p y,  x q w hi c h  c a n  b e  a c hi e v e d  b y  di r e ctl y  w o r ki n g  o n  it s 
e ffi ci e nt  s c o r e.  T h e  f r a m e w o r k of  t hi s  p a p e r  i s t w o- st e p.  O u r  ulti m at e  g o al  i s t o  
e sti m at e  a  f u n cti o n al θ  t h at  s ati s fi e s  E t ζ pX , Y,  θ q u  “  0 , b ut  w e  n e e d  t o  fir st  
d e ri v e  t h e  e ffi ci e nt  s c o r e  of  β , t h e  p a r a m et e r  i n t h e  p r o p e n sit y  s c o r e  m o d el.  O u r  
p r o p o s e d  e sti m at o r s  c a n  a v oi d  e sti m ati n g  t h e  u n k n o w n  f u n cti o n g pu q—t hi s  ni c e  
f e at u r e r ef e r s  t o n ot  o nl y  e sti m ati n g  β  b ut  al s o  e sti m ati n g  t h e  f u n cti o n al of  
i nt e r e st θ . 

A c k n o wl e d g m e n t s  

T h e  a ut h o r s  w o ul d  li k e t o t h a n k  t h e  E dit o r,  a n  A s s o ci at e  E dit o r,  a n d  t h e  t w o  r e -
vi e w e r s  f o r t h ei r  i n si g htf ul c o m m e nt s  w hi c h  h a v e  h el p e d  i m p r o v e t h e  m a n u s c ri pt  
s u b st a nti all y.  

F u n di n g  

T h e  r e s e a r c h  i s s u p p o rt e d  i n p a rt  b y  N S F  ( D M S  1 9 5 3 5 2 6,  2 1 2 2 0 7 4,  2 3 1 0 9 4 2),  
NI H  ( R 0 1 D C 0 2 1 4 3 1)  a n d  t h e  A m e ri c a n  F a mil y  F u n di n g  I niti ati v e of  
U W- M a di s o n.  

S u p pl e m e n t a r y  M a t e ri al  

S u p pl e m e n t a r y  m a t e ri al s  f o r “ R o b u s t  e s ti m a ti o n  u n d e r  a  s e mi p a r a -
m e t ri c  p r o p e n si t y  m o d el  f o r n o ni g n o r a bl e  mi s si n g  d a t a ”  
( d oi:  1 0. 1 2 1 4 / 2 5- E J S 2 3 5 5 S U P P ; . p df ). T h e  s u p pl e m e nt a r y  m at e ri al s  i n cl u d e t h e  
t e c h ni c al  pr o of s,  s o m e  m o r e  d et ail e d  t h e o r eti c al  r e s ult s  a n d  di s c u s si o n s.  
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