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A b s t r a c t  

S y n c hr o ni z e d  b e h a vi or  a m o n g  i n di vi d u al s, br o a dl y  d e f n e d,  i s a  u bi q uit o u s  
f e at ur e of  p o p ul ati o n s.  U n d er st a n di n g  m e c h a ni s m s  of  ( d e) s y n c hr o ni z ati o n  d e -
m a n d s  m e a ni n gf ul,  i nt er pr et a bl e, c o m p ut a bl e  q u a nti f c ati o n s  of  s y n c hr o n y,  r el -
e v a nt  t o m e a s ur e m e nt s  t h at  c a n  b e  m a d e  of  c o m pl e x,  d y n a mi c  p o p ul ati o n s.  
D e s pit e  t h e i m p ort a n c e t o a n al y zi n g  a n d  m o d eli n g  p o p ul ati o n s,  e xi sti n g  n o -
ti o n s  of  s y n c hr o n y  oft e n  l a c k ri g or o u s  d e f niti o n s,  m a y  b e  s p e ci ali z e d  t o a  
p arti c ul ar  e x p eri m e nt al  s y st e m  a n d / or  m e a s ur e m e nt,  or  m a y  h a v e  u n d e sir a bl e  
pr o p erti e s  t h at  li mit t h eir  utilit y.  H er e  w e  i ntr o d u c e a  n oti o n  of  s y n c hr o n y  
f or p o p ul ati o n s  of  i n di vi d u al s o c c u p yi n g  a  c o m p a ct  m etri c  s p a c e  t h at  d e p e n d s  
o n  t h e Fr é c h et  v a ri a n c e  of  t h e di stri b uti o n  of  i n di vi d u al s a cr o s s  t h e s p a c e.  
We  e st a bli s h  s e v er al  f u n d a m e nt al a n d  d e sir a bl e  m at h e m ati c al  pr o p erti e s  of  
o ur  pr o p o s e d  m e a s ur e  of  s y n c hr o n y,  i n cl u di n g c o nti n uit y  a n d  i n v ari a n c e t o 
m etri c  s c ali n g.  We  e st a bli s h  a  g e n er al  a p pr o xi m ati o n  r e s ult  t h at  c o ntr ol s  t h e 
di s p arit y  b et w e e n  s y n c hr o n y  i n t h e tr u e  s p a c e  a n d  t h e s y n c hr o n y  o b s er v e d  
t hr o u g h  a  di s cr eti z ati o n  of  st at e  s p a c e,  a s  m a y  o c c ur  w h e n  o b s er v a bl e  st at e s  
ar e  li mit e d b y  m e a s ur e m e nt  c o n str ai nt s.  We  d e v el o p  e f ci e nt  al g orit h m s  t o 
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c o m p ut e  s y n c h r o n y  f o r di st ri b uti o n s  i n a  v a ri et y  of  st at e  s p a c e s,  i n cl u di n g all  
f nit e  st at e  s p a c e s  a n d  e m pi ri c al  di st ri b uti o n s  o n  t h e  ci r cl e,  a n d  p r o vi d e  a c c e s -
si bl e  i m pl e m e nt ati o n s i n a n  o p e n- s o u r c e  P yt h o n  m o d ul e.  T o  d e m o n st r at e  t h e  
u s ef ul n e s s  of  t h e  s y n c h r o n y  m e a s u r e  i n bi ol o gi c al  a p pli c ati o n s,  w e  i n v e sti g at e 
s e v e r al  bi ol o gi c all y  r el e v a nt  m o d el s  of  m e c h a ni s m s  t h at  c a n  alt e r  t h e  d y n a mi c s  
of  p o p ul ati o n  s y n c h r o n y  o v e r  ti m e,  a n d  r e a n al y z e  p u bli s h e d  e x p e ri m e nt al  a n d  
m o d el  d at a  c o n c e r ni n g  t h e  d y n a mi c s  of  t h e  i nt r a e r yt h r o c yti c d e v el o p m e nt al  
c y cl e s  of  Pl a s m o di u m  p a r a sit e s.  We  a nti ci p at e  t h at  t h e  ri g o r o u s  d e f niti o n  of  
p o p ul ati o n  s y n c h r o n y  a n d  t h e  m at h e m ati c al  a n d  bi ol o gi c al  r e s ult s  p r e s e nt e d  
h e r e  will  b e  b r o a dl y  u s ef ul  i n a n al y zi n g  a n d  m o d eli n g  p o p ul ati o n s  i n a  v a ri et y  
of  c o nt e xt s.  

K e y w o r d s —  P o p ul ati o n  S y n c h r o n y,  Fr é c h et  V a ri a n c e,  W a s s e r st ei n  Di st a n c e,  O pti m al  
Tr a n s p o rt,  Bi ol o gi c al  Cl o c k s,  Pl a s m o di u m  

1  I n t r o d u c ti o n  

I n di vi d u al s wit hi n  a  p o p ul ati o n,  w h et h e r  p a rti cl e s,  c ell s,  i n s e ct s, o r  h u m a n s,  oft e n  e x hi bit  
s o m e  f o r m of  s y n c h r o n y,  a n d  t hi s  m a y  b e  a d v a nt a g e o u s.  F o r  e x a m pl e,  s y n c h r o ni zi n g  p r o -
c e s s e s  i s e s s e nti al  f o r c o o r di n ati n g  f u n cti o n s of  c ell  p o p ul ati o n s.  I n m et a z o a n s,  c ell s  of  
a  p a rti c ul a r  o r g a n  o r  ti s s u e  m u st  a ct  t o g et h e r  t o r e s p o n d  t o t h e  d y n a mi c  n e e d s  of  t h e  
o r g a ni s m.  S y n c h r o ni z ati o n  i s al s o  o b s e r v e d  i n si n gl e  c ell  o r g a ni s m s  w h e n  p o p ul ati o n s  a ct  
c o o r di n at el y  t o f o r m st r u ct u r e s  s u c h  a s  bi o fl m s  [ 1, 2],  o r  t o p r o m ot e  m ati n g  i n t h e  c a s e  of  
y e a st  c ell s  t h at  s y n c h r o ni z e  i n G 1  p h a s e  of  t h e  c ell- c y cl e  i n r e s p o n s e  t o m ati n g  p h e r o m o n e  
[ 3, 4,  5].  C ell s  al s o  t e n d  t o s y n c h r o ni z e  r h yt h mi c  b e h a vi o r s  s u c h  a s  ci r c a di a n  c y cl e s  [ 6]. I n 
m et a z o a n s  a ut o n o m o u s  c ell ul a r  cl o c k s  s y n c h r o ni z e  wit hi n  a  ti s s u e  a n d  wit h  c e nt r al  cl o c k s  
of  t h e  s u p r a c hi a s m ati c  n u cl e u s  [ 7, 8,  9,  1 0,  1 1].  I n t u r n,  t h e  c e nt r al  cl o c k  s y n c hr o ni z e s  
wit h  t h e  2 4- h o u r  p e ri o d  of  t h e  e a rt h’ s  r ot ati o n.  Si n gl e  c ell  o r g a ni s m s  al s o  e x hi bit  ci r c a di a n  
b e h a vi o r  a n d  c a n  s y n c h r o ni z e  t o d ail y  c y cl e s  vi a  e n vi r o n m e nt al  si g n al s  s u c h  a s  li g ht / d a r k 
o r  t e m p e r at u r e  c y cl e s  [ 1 2, 1 3,  1 4,  1 5].  R el ati v el y  r e c e nt  w o r k  h a s  al s o  s h o w n  t h at  si n gl e-
c ell  p a r a sit e s  c a n  s y n c h r o ni z e  t h ei r  d e v el o p m e nt al  c y cl e s  wit h  t h ei r  h o st  ci r c a di a n  c y cl e  
[ 1 6, 1 7,  1 8],  alt h o u g h  t h e  m e c h a ni s m s  a r e  n ot  y et  u n d e r st o o d.  A d diti o n all y,  s y n c h r o n y  of  
n e u r al  c ell s  i s b eli e v e d  t o pl a y  a n  i m p o rt a nt r ol e  i n b r ai n  f u n cti o n [ 1 9, 2 0].  

M at h e m ati c al  m o d eli n g  i s o n e  a p p r o a c h  t o a d d r e s s  t h e  m e c h a ni sti c  q u e sti o n s  of  h o w  
c ell s  s y n c h r o ni z e  v a ri o u s  p r o c e s s e s  a n d / o r  e nt r ai n  t o e n vi r o n m e nt al  r h yt h m s.  S u c h  a p -
p r o a c h e s  will  r e q ui r e  ri g o r o u sl y  d e f n e d  m at h e m ati c al  d e f niti o n s  of  s y n c h r o n y  ( a n d  a s y n -
c h r o n y)  t h at  f ait hf ull y c a pt u r e  t h e  b e h a vi o r s  of  t h e  s y n c h r o ni zi n g  s y st e m.  M ulti pl e  d e f ni -
ti o n s  h a v e  b e e n  p r o p o s e d,  b ut  t e n d  n ot  t o b e  g e n e r ali z a bl e,  o r  d o  n ot  a c c ur at el y  r e p r e s e nt  
i m p o rt a nt f e at u r e s of  t h e  s y st e m  ( e. g.,  v a ri a n c e).  H e r e  w e  p r e s e nt  a  ri g o r o u s  d e f niti o n  of  
s y n c h r o n y  a n d  a  g e n e r ali z e d  f r a m e w o r k f o r m o d eli n g  s y n c h r o n y / a s y n c h r o n y  t h at  s h o ul d  
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ai d  bi ol o gi st s  ( a n d  ot h e r s)  i n u n d e r st a n di n g  t h e  r e g ul ati o n  of  s y n c h r o n y  a n d  e nt r ai n m e nt  
p r o c e s s e s.  

T h e  t e r m s  s y n c h r o n y  a n d  s y n c h r o ni z ati o n  a p p e a r  i n a  v a ri et y  of  s etti n g s  i n t h e  s ci e nti f c  
lit e r at u r e. Ri g o r o u s  m e a s u r e s  of  s y n c h r o n y  i n cl u d e t h e  f a m o u s K u r a m ot o  o r d e r  p a r a m et e r,  
d e v el o p e d  t o i nt e r r o g at e t h e  K u r o m ot o  o s cill at o r  m o d el  [ 2 1], a n d  c o m p ut a bl e  f r o m a  f nit e  
c oll e cti o n  of  p h a s e s  i n t h e  ci r cl e  e n c o d e d  a s  c o m pl e x  n u m b e r s  wit h  m o d ul u s  1.  T h e  o r d e r  
p a r a m et e r  i s gi v e n  b y  t h e  m o d ul u s  of  t h e  a v e r a g e  of  t h e s e  c o m pl e x  n u m b e r s  a n d  it s elf 
will  b e  1  o nl y  if all  p h a s e s  a r e  i d e nti c al, i n di c ati n g p e rf e ct  p h a s e  c o h e r e n c e  [ 2 2]. A n ot h e r  
q u a nti f c ati o n  i s t h e  s y n c h r o n y  m e a s ur e  χ  ∈  [ 0, 1],  r e p r e s e nti n g  a  r ati o  of  a  ti m e- a v e r a g e d  
v a ri a n c e  of  a  p o p ul ati o n  m e a n  t o t h e  a v e r a g e  of  t h e  ti m e- a v e r a g e d  v a ri a n c e s  [ 2 3, 2 4,  2 5],  
u s e d  t o m o d el  s y n c h r o n y  a c r o s s  n et w o r k e d  c o m p a rt m e nt s  ( e. g.,  c ell s).  I n e c ol o g y,  c o r -
r el ati o n  o r  c r o s s- c o r r el ati o n  of  ti m e  s e ri e s  d at a  f o r p o p ul ati o n  d y n a mi c s,  d e ri v ati v e s  of  
p o p ul ati o n  d y n a mi c s,  o r  p h a s e  i s oft e n  u s e d  t o a s s e s s  s y n c h r o n y  b et w e e n  p o p ul ati o n s  [ 2 6]. 
I n [ 2 7], t h e  s y n c h r o n y  of  ti m e  s e ri e s  t r a n s c ri pt o mi c s  d at a  b et w e e n  t h r e e  m a ri n e  mi c r o bi al  
s p e ci e s  w a s  a s s e s s e d  b y  s e v e r al  h e u ri sti c  m e a s u r e s:  ( 1)  c o m p uti n g  c o r r el ati o n  b et w e e n  t h e  
s q u a r e  r o ot  of  t h e  s u m  of  s q u a r e d  di f e r e n c e s  i n a b u n d a n c e  f o r all  t r a n s c ri pt s  at  e a c h  ti m e  
p oi nt,  ( 2)  c o m p uti n g  c o r r el ati o n  of  t h e  r el ati v e  a b u n d a n c e  of  s u b s et s  of  f u n cti o n all y r e -
l at e d g e n e s  a c r o s s  ti m e,  a n d  ( 3)  p e rf o r mi n g  P r o c r u st e s  a n al y si s  ( s h a p e  si mil a rit y)  o n  t h e  
cl u st e ri n g  p att e r n s  of  t h e  p r oj e ct e d  ti m e  s e ri e s  d at a  o nt o  f r st  t w o  p ri n ci p al  c o m p o n e nt s  
f o r e a c h  s p e ci e s.  M o r e  r e c e ntl y,  a  m e a s u r e  of  p o p ul ati o n  s y n c h r o n y  h a s  b e e n  p r o p o s e d  
f o r p o p ul ati o n s  of  Pl a s m o di u m  p a r a sit e s  a n d  d e p e n d s  o n  t h e  ti m e  t a k e n  f o r m o st  of  t h e  
p o p ul ati o n  t o t r a v e r s e  it s i nt r a e r yt h r o c yti c c y cl e  (I E C)  [ 2 8]. I n st u di e s  of  t h e  ci r c a di a n  
r h yt h m,  t h e  st a n d a r d  d e vi ati o n  of  t h e  di st ri b uti o n  of  c ell ul a r  p e ri o d s  h a s  al s o  b e e n  r ef e r r e d  
t o a s  s y n c h r o n y  [ 2 9]. Fi n all y,  alt h o u g h  n ot  u s u all y  r ef e r r e d  t o a s  s y n c h r o n y,  i n e c o n o mi c s,  
t h e  Gi ni  c o e f ci e nt  (i n d e x)  i s a  c o m m o n  q u a nti f c ati o n  of  i n c o m e i n e q u alit y r a n gi n g  f r o m 
0  ( p e rf e ct  e q u alit y)  t o 1  (if all  w e alt h  c o n c e nt r at e d  i n a  si n gl e  i n di vi d u al) [ 3 0]. T hi s  ( a n d  
ot h e r  q u a nti f c ati o n s  of  i n c o m e i n e q u alit y [ 3 1]) m a y  b e  s e e n  t o m e a s u r e  h o w  s y n c h r o ni z e d  
a  p o p ul ati o n  i s i n t h e  s et  of  p o s si bl e  v al u e s  of  w e alt h,  w h e r e  p e rf e ct  e q u alit y  c o ul d  b e  
i nt e r p r et e d a s  p e rf e ct  s y n c h r o n y.  

Gi v e n  t hi s  v a st  b o d y  of  w o r k,  w h y  i s a n ot h e r  d e f niti o n  of  s y n c hr o n y  u s ef ul ?  F o r  o n e,  
e xi sti n g  m e a s u r e s  of  s y n c hr o n y  a r e  s p e ci ali z e d  t o s p e ci f c  s y st e m s  a n d  e x p e ri m e nt al  m o d al -
iti e s; e. g.,  t h e  K u r a m ot o  o r d e r  p a r a m et e r  i s a p p r o p ri at e  o nl y  f o r a  p o p ul ati o n  of  o s cill at o r s,  
b ut  n ot  f o r n o n- c y cli c  p r o c e s s e s  s u c h  a s  d e v el o p m e nt al  p r o g r e s si o n.  A d diti o n all y,  a  c o m m o n  
p r o p e rt y  i n t h e  p r e vi o u sl y  li st e d d e f niti o n s  of  s y n c h r o n y  i s t h at  t h e y  d e p e n d  o n  t h e  v a ri -
a bilit y  of  s p e ci f c  p o p ul ati o n  d y n a mi c s,  o r  w o r s e,  c o n v ol v e  p o p ul ati o n  di st ri b uti o n s  a c r o s s  
st at e s  a n d  c h a n g e s  o v e r  ti m e  i n p o p ul ati o n  di st ri b uti o n s  a c r o s s  st at e s.  S u c h  p r o p e rti e s  
m a y  r e d u c e  t h e  utilit y  of  t h e  m e a s u r e m e nt  i n m o d eli n g  a n d  a n al y zi n g  d y n a mi c al  p r o c e s s e s  
t h at  e x hi bit  m ulti pl e  ( p o s si bl y  u n k n o w n)  s y n c h r o ni zi n g / d e- s y n c h r o ni zi n g  m e c h a ni s m s.  

We  ai m  t o p r o vi d e  a  d e f niti o n  t h at  i s b r o a dl y  a p pli c a bl e  t o m a n y  s y st e m s,  m o d el s,  
a n d  m e a s u r e m e nt s,  a n d  t h at  p e r mit s  ri g o r o u s  q u a ntit ati v e  c o m p a ri s o n  of  s y n c hr o n y  a c r o s s  
e x p e ri m e nt s  a n d  ti m e,  wit h  d e si r a bl e  p r o p e rti e s  t h at  a r e  ri g o r o u sl y  e st a bli s h e d.  Wit h  
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o u r  p r o p o s e d  m e a s u r e,  w e  h o p e  t o cl a rif y  i s s u e s t h at  h a v e  a ri s e n  i n t h e  lit e r at u r e, e. g.,  
t h e  i m p a ct of  r e pli c ati o n  a n d  di s c r et e  o r  c at e g o ri c al  m e a s u r e m e nt s  o n  i nt uiti v e i d e a s of  
ti m e- d e p e n d e nt  s y n c h r o n y.  

We  t a k e  t h e  vi e w  t h at  t h e  s y n c h r o n y  of  a  p o p ul ati o n  s h o ul d  b e  a  m e a s u r e  of  t h e  e xt e nt  
t o w hi c h  t h e  i n di vi d u al s i n t h e  p o p ul ati o n  o c c u p y  t h e  s a m e  st at e  at  t h e  s a m e  ti m e.  A s  
s u c h,  w e  p r o p o s e  a  p r e ci s e  m at h e m ati c al  f u n cti o n t h at  t a k e s  t h e  di st ri b uti o n  of  st at e s  of  
t h e  p o p ul ati o n  at  o n e  i n st a nt of  ti m e  a n d  r et u r n s  a  n u m b e r  b et w e e n  0  a n d  1,  r ef e rr e d  t o 
a s  t h e  s y n c h r o n y  of  t h e  p o p ul ati o n  at  t h at  ti m e,  w h e r e  1  i n di c at e s p e rf e ct  s y n c h r o n y  ( all 
i n di vi d u al s o c c u p y  e x a ctl y  t h e  s a m e  st at e)  a n d  0  i n di c at e s t h at  t h e  p o p ul ati o n  i s a s  f a r 
f r o m b ei n g  p e rf e ctl y  s y n c h r o ni z e d  a s  i s p o s si bl e.  

T h e  p r o p o s e d  d e f niti o n  of  s y n c h r o n y,  st at e d  p r e ci s el y  i n S e cti o n  2,  i s b a s e d  o n  t h e  
Fr é c h et  v a ri a n c e  of  t h e  p o p ul ati o n  i n a  m et ri c  s p a c e  (M,  d ). T hi s  d e f niti o n  f ul fll s f v e  
d e si r a bl e  p r o p e rti e s,  t h e  f r st  f o u r of  w hi c h  a r e  di s c u s s e d  i n S e cti o n  3.  T h e  fft h  p r o p e rt y,  
c o m p ut a bilit y  of  o u r  q u a nti f c ati o n  of  s y n c h r o n y,  d e p e n d s  o n  t h e  c h oi c e  of  (M,  d ) a n d  i s 
a d d r e s s e d  t h r o u g h  e x a m pl e s  i n S e cti o n  4  a n d  al g o rit h m s  i n S e cti o n  5.  We  f oll o w wit h  
s e v e r al  a p pli c ati o n s  of  t h e  m et h o d ol o g y  i n S e cti o n  6  t o m e a s u r e m e nt s  a n d  m o d el s  of  bi o -
l o gi c al s y st e m s,  a n d  di s c u s s  s o m e  of  t h e  m at h e m ati c al  c o nt ri b uti o n s  of  t hi s  w o r k  a n d  t h e  
i m pli c ati o n s of  t hi s  n oti o n  of  s y n c h r o n y  t o e x p e ri m e nt al  s ci e n c e s  i n S e cti o n  7.  

2  D e f ni n g  S y n c h r o n y  

C o nsi d e r  a  p o p ul ati o n  of  i n di vi d u al s di st ri b ut e d  wit hi n  s o m e  f x e d  st at e  s p a c e.  F o r  e x -
a m pl e,  y e a st  c ell s  p r o g r e s si n g  t h r o u g h  t h ei r  c ell- di vi si o n  c y cl e  o r  m al a ri a  p a r a sit e s  g oi n g  
t h r o u g h  t h e  I E C m a y  b e  t h o u g ht  of  a s  o c c u p yi n g  p h a s e s  i n t h e  ci r cl e  S 1  =∼  [ 0, 1),  r e p -
r e s e nti n g  t h e  f r a cti o n of  t h ei r  p e ri o di c  d e v el o p m e nt al  c y cl e s.  A  p o p ul ati o n  of  o r g a ni s m s  
di s p e r s e d  wit hi n  a  h a bit at  m a y  b e  r e g a r d e d  a s  a  di st ri b uti o n  o v e r  s p a c e,  w hil e  a  c oll e cti o n  
of  m a m m ali a n  c ell s  of  di f e r e nt  c ell  t y p e s  wit hi n  a  m ulti c ell u a r  o r g a ni s m  mi g ht  b e  t h o u g ht  
of  a s  i n di vi d u al s s a m pl e d  f r o m a  g e n e  e x p r e s si o n  s p a c e.  

We  s u p p o s e  t h at  at  a n y  gi v e n  i n st a nt of  ti m e,  e a c h  i n di vi d u al i s i n s o m e  m e a s u r a bl e  
st at e,  a n d  w e  w o ul d  li k e t o q u a ntif y  t h e  a m o u nt  of  s y n c h r o ni z ati o n  b et w e e n  i n di vi d u al s 
wit hi n  t hi s  p o p ul ati o n  wit h  r e s p e ct  t o t h e s e  st at e s.  T o g et h e r  t h e s e  i n di vi d u al s f o r m a  
p o p ul ati o n  di st ri b uti o n  o n  t h e  st at e  s p a c e.  A  n at u r al  i d e a of  p e rf e ct  s y n c h r o n y  i s t h at  t hi s  
p o p ul ati o n  di st ri b uti o n  h a s  z e r o  v a ri a n c e;  i. e., all  m e m b e r s  of  t h e  p o p ul ati o n  o c c u p y  t h e  
s a m e  st at e.  T hi s  i d e a of  p e rf e ct  s y n c h r o ni z ati o n  i s g e n e r ali z a bl e  t o a r bit r a r y  m et ri c  s p a c e s,  
a n d  w e  t h e r ef o r e  p r o p o s e  t o m e a s u r e  t h e  d e vi ati o n  f r o m p e rf e ct  s y n c h r o ni z ati o n  u si n g  a  
n o r m ali z e d  m e a s u r e  of  di st a n c e  t o t h e  n e a r e st  d elt a  di st ri b uti o n,  w hi c h  c o n c e nt r at e s  all  
m a s s  o n  a  si n gl e  st at e.  T hi s  di st a n c e  t o t h e  n e a r e st  p oi nt  m a s s  t h e n  s e r v e s  a s  a  g e n e r ali z e d  
n oti o n  of  t h e  v a ri a n c e  of  t h e  o b s e r v e d  p o p ul ati o n  di st ri b uti o n.  

L et  (M,  d ) b e  a  c o m p a ct  m et ri c  s p a c e  t h at  c o nt ai n s  t h e  s et  of  p o s si bl e  st at e s  (i. e., t h e  
st at e  s p a c e)  a n d  l et P (M ) b e  t h e  s et  of  B o r el  p r o b a bilit y  m e a s u r e s  o n  M  e n d o w e d  wit h  t h e  
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w e a k ∗  t o p ol o g y.  At  a n y  gi v e n  i n st a nt of  ti m e,  t h e  di st ri b uti o n  of  t h e  p o p ul ati o n  a c r o s s  t h e  
st at e  s p a c e  M  c a n  b e  r e p r e s e nt e d  b y  a  p r o b a bilit y  di st ri b uti o n  π  ∈  P (M ). F o r  e a c h  p oi nt  
a  ∈  M  t h e r e  i s a  c o r r e s p o n di n g  d elt a  di st ri b uti o n,  δ a  ∈  P (M ), d e f n e d  f o r a n y  m e a s ur a bl e  
A  ⊂  M  b y  δ a ( A )  = 1  if a  ∈  A  a n d  0  ot h e r wi s e.  T o  q u a ntif y  s y n c h r o n y,  w e  s e e k  a  f u n cti o n 
F  : P (M ) →  [ 0, 1],  w h e r e  F  (π ) i s i nt e r p r et e d a s  t h e  e xt e nt  t o w hi c h  t h e  di st ri b uti o n  π  
d e vi at e s  f r o m a  δ a , a  ∈  M . 

We  s u g g e st  t h at  t h e  s y n c h r o n y  f u n cti o n, F  , s h o ul d  h a v e  t h e  f oll o wi n g p r o p e rti e s:  

( 1)  F  s h o ul d  d e p e n d  o nl y  o n  t h e  di st ri b uti o n  of  i n di vi d u al s i n a  st at e  s p a c e.  

( 2)  F  s h o ul d  b e  i nt e r p r et a bl e a n d  r eli a bl y  d et e ct  p e rf e ct  s y n c h r o n y,  a c hi e v e d  o nl y  b y  
d elt a  di st ri b uti o n s  o n  M . T h at  i s, 0  ≤  F  (π ) ≤  1,  wit h  F  (π ) =  1  if a n d  o nl y  if π  =  δ x  

f o r s o m e  x  ∈  M , a n d  F  (π ) =  0  i s g u a r a nt e e d  f o r s o m e  di st ri b uti o n  r e p r e s e nti n g  a  
m a xi m all y  a s y n c hr o n o u s  p o p ul ati o n  i n t h e  c h o s e n  st at e  s p a c e.  

( 3)  F  s h o ul d  v a r y  c o nti n u o u sl y  wit h  it s i n p ut di st ri b uti o n.  

( 4)  F  s h o ul d  b e  b r o a dl y  a p pli c a bl e  a n d  u s ef ul  t o e x p e ri m e nt al  d at a  a n d  m o d el s  i n v ol vi n g 
p o p ul ati o n s.  

( 5)  F  s h o ul d  b e  e f ci e ntl y  c o m p ut a bl e  f o r a  l a r g e cl a s s  of  s p a c e s.  

A s  w e  will  s h o w,  t h e  f oll o wi n g d e f niti o n  of  s y n c h r o n y  e nj o y s  e a c h  of  t h e  a b o v e  p r o p e rti e s.  

D e f ni ti o n  1.  L et  (M,  d ) b e  a  c o m p a ct  m et ri c  s p a c e  c o nt ai ni n g  at  l e a st t w o  p oi nt s  a n d  
π  ∈  P (M ) a  p r o b a bilit y  m e a s u r e  o n  t h e  B o r el  σ - al g e b r a of  (M,  d ). T h e  s y n c h r o n y  of  t h e  
di st ri b uti o n  π  i s d e f n e d  t o b e  

1  
F ( M, d ) ( π )  = 1  −  V a r ( M, d ) ( π ) 1 / 2  

ν ( M, d )  
� Z  � 1 / 2  

= 1  −  
1  

i nf d (x,  α ) 2  d π ( x ) ( 2. 1)  
α ∈ Mν ( M, d )  M  

1  
= 1  −  i nf W 2 ( π,  δ α ) , 

α ∈ Mν ( M, d )  

w h e r e  t h e  n o r m ali z ati o n  f a ct o r ν ( M, d )  i s gi v e n  b y  

ν ( M, d )  : = s u p  V a r ( M, d ) ( π  ′ ) 1 / 2  

π  ′ ∈ P ( M )  
( 2. 2)  

=  s u p  i nf W 2 ( π  ′ , δα ) , 
π  ′ ∈ P ( M )  α ∈ M  

a n d  W 2  i s t h e  W a s s e r st ei n- 2  di st a n c e  f r o m o pti m al  t r a n s p o rt  [ 3 2]. We  n ot e  t h at  if M  
c o nt ai n s  at  l e a st t w o  p oi nt s,  t h e n  ν ( M, d )  >  0,  a n d  t h u s  F M, d  i s w ell- d e f n e d.  If (M,  d )  =  
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({ x } , 0)  c o n si st s  of  a  si n gl e  p oi nt,  t h e n  s o  will  P (M )  =  { δ x } , a n d  s o  b ot h  ν ( { x } ,0 )  =  0  a n d  
V a r ( { x } ,0 ) ( δ x )  =  0.  I n t hi s  c a s e  w e  d e f n e  F ( { x } ,0 ) ( π )  =  1.  I n e v e r y  c a s e,  t h e  q u a ntit y  

1  −  F  (π ) =  V a r ( M, d ) ( π ) 1 / 2 / ν ( M, d )  =  i nf W 2 ( π,  δ α ) / ν ( M, d )
α ∈ M  

i s r e g a r d e d  a s  t h e  a s y n c h r o n y  of  π . 

We  m a y  s u p p r e s s  t h e  s u b s c ri pt  (M,  d ) i n o u r  n ot ati o n  (i. e., F  (π )  =  F ( M, d ) ( π ), V a r( π )  =  
V a r ( M, d ) ( π ), a n d  ν  =  ν ( M, d ) )  w h e n  e x pli cit  r ef e r e n c e  t o t h e  m et ri c  s p a c e  i s u n n e c e s s a r y.  
T h e  t e r m  V a r( π ) i s k n o w n  a s  t h e  Fr é c h et  ( o r  g e n e r ali z e d)  v a ri a n c e  of  t h e  di st ri b uti o n  π  
[ 3 3], a n d  s o  it s s q u a r e  r o ot  m a y  b e  r e g a r d e d  a s  a  ki n d  of  g e n e r ali z e d  st a n d a r d  d e vi ati o n.  
A n y  α  ∈  M  t h at  a c hi e v e s  t h e  i n f m u m i n E q.  ( 2. 1)  i s c all e d  a  Fr é c h et  m e a n,  o r  b a r y c e nt e r  
of  t h e  di st ri b uti o n  π  [ 3 3]. Si n c e  w e  a s s u m e  t h at  (M,  d ) i s c o m p a ct,  t h e  i n f m u m i n E q.  ( 2. 1)  
i s r e ali z e d  a n d  s o  e v e r y  di st ri b uti o n  π  ∈  P (M ) h a s  a  Fr é c h et  m e a n  ( alt h o u g h  it m a y  n ot  
b e  u ni q u e).  F u rt h e r m o r e,  si n c e  P (M ) i s al s o  c o m p a ct  [ 3 4, T h m.  1 5. 1 1,  p.  5 1 3]  a n d  V a r  : 
P (M ) →  R  i s c o nti n u o u s,  t h e  s u p r e m u m  i n E q.  ( 2. 2)  i s al s o  a c hi e v e d.  T hi s  n o r m ali z ati o n  
f a ct o r, ν , i s t h e  s q u a r e  r o ot  of  t h e  m a xi m u m  g e n e r ali z e d  v a ri a n c e  of  a n y  m e a s u r e  s u p p o rt e d  
o n  (M,  d ), w hi c h  w e  t hi n k  of  a s  c o r r e s p o n di n g  t o a  m a xi m all y  a s y n c h r o n o u s  p o p ul ati o n.  

A s  i n di c at e d i n ( 2. 1),  o u r  c h oi c e  of  s y n c h r o n y  c a n  b e  w ritt e n  i n t e r m s  of  t h e  W a s s e r st ei n -
2  di st a n c e  f r o m o pti m al  t r a n s p o rt  [ 3 2, 3 5].  I n t hi s  i nt e r p r et ati o n, t h e  a s y n c h r o n y  of  a  
p o p ul ati o n  di st ri b uti o n,  1 − F  (π ), r e f e ct s  t h e  mi ni m al  di st a n c e  b et w e e n  π  a n d  a n y  p e rf e ctl y  
s y n c h r o ni z e d  p o p ul ati o n.  

3  P r o p e r ti e s  of  S y n c h r o n y  

3. 1  C o n ti n ui t y  

B y  c o n st r u cti o n,  t h e  s y n c h r o n y  f u n cti o n gi v e n  i n E q.  ( 2. 1)  d e p e n d s  o nl y  o n  h o w  a  p o p -
ul ati o n  i s di st ri b ut e d  i n it s st at e  s p a c e,  a n d  s o  p r o p e rt y  ( 1)  i s s ati s f e d.  M o r e o v e r,  t h e  
f oll o wi n g p r o p o siti o n  gi v e s  t h at  o u r  n oti o n  of  s y n c h r o n y  v a ri e s  c o nti n u o u sl y  wit h  t h e  u n -
d e rl yi n g  di st ri b uti o n  ( p r o p e rt y  ( 3))  w h e n e v e r  (M,  d ) i s c o m p a ct.  

P r o p o si ti o n  1.  A s s u m e  (M,  d ) i s a  c o m p a ct  m et ri c  s p a c e  a n d  P (M ) i s e n d o w e d  wit h  t h e 
w e a k ∗  t o p ol o g y. T h e n  F  : P (M ) →  R  i s c o nti n u o u s.  

F o r  a  p r o of  of  P r o p o siti o n  1,  s e e  A p p e n di x  A.  T hi s  p r o p o siti o n  h a s  s e v e r al  i nt e r p r e-
t ati o n s  a n d  i m pli c ati o n s. Fi r st,  at  a  c o n c e pt u al  l e v el, it st at e s  t h at  s m all  c h a n g e s  i n t h e  
p o p ul ati o n  will  r e s ult  i n c o r r e s p o n di n gl y  s m all  c h a n g e s  t o t h e  s y n c h r o n y  m e a s u r e  F  . F u r -
t h e r m o r e,  if t h e  p o p ul ati o n  di st ri b uti o n  e v ol v e s  c o nti n u o u sl y  o v e r  ti m e,  t h e n  t h e  r e s ulti n g  
s y n c h r o n y  m e a s u r e  F  (π t )  will  b e  a  c o nti n u o u s  f u n cti o n of  ti m e,  a n d  t h u s  t h e  s y n c h r o n y  
m e a s u r e  F  c a n  b e  m e a ni n gf ull y  m e a s u r e d  o v e r  a  p o p ul ati o n  w h o s e  di st ri b uti o n  c h a n g e s  
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c o nti n u o u sl y  i n ti m e.  L a stl y,  t h e  c o nti n uit y  of  F  g u a r a nt e e s  a  t y p e  of  c o n si st e n c y  p r o p -
e rt y  wit h  r e s p e ct  t o st ati sti c al  e sti m ati o n  a n d  m e a s u r e m e nt  n oi s e:  if { π̂ n } ∞  i s a  s e -n = 1  

q u e n c e  of  e sti m at e s  of  π  t h at  c o n v e r g e s  t o π  i n P (M ), e. g.,  r e s ulti n g  f r o m f nit e  s a m pl e s  
of  t h e  p o p ul ati o n  wit h  p ot e nti all y  n oi s y  o b s e r v ati o n s,  t h e n  t h e  s y n c h r o n y  m e a s u r e  s ati s f e s  
F  ( π̂ n )  →  F  (π ). T hi s  p r o vi d e s  r e a s s u r a n c e  t h at  t h e  s y n c h r o n y  of  a  l a r g e f nit e  s a m pl e  
a p p r o xi m at e s  t h e  s y n c h r o n y  of  t h e  f ull p o p ul ati o n.  

3. 2  I n t e r p r e t a bili t y  

As  a  c o n s e q u e n c e  of  t h e  c o nti n uit y  of  V a r  a n d  c o m p a ct n e s s  of  P (M ), t h e  g e n e r ali z e d  
v a ri a n c e s  of  di st ri b uti o n s  o v e r  P (M ) a r e  b o u n d e d  a n d  a  t h e r e  e xi st s  a  m a xi mi z e r  π ∗  ∈  
P (M ) i n E q.  ( 2. 2).  We  r e g a r d  s u c h  a  di st ri b uti o n  o n  M  a s  m a xi m all y  a s y n c h r o n o u s,  a n d  
t h u s  F  s ati s f e s  p r o p e rt y  ( 2)  a n d  p r o vi d e s  a n  i nt e r p r et a bl e m e a s u r e  of  s y n c h r o n y,  w h e r e  
F  (π ) =  1  if a n d  o nl y  if t h e  p o p ul ati o n  i s p e rf e ctl y  s y n c h r o ni z e d  i n s o m e  st at e,  i. e., π  =  δ α  

f o r s o m e  α  ∈  M . T hi s  f oll o w s f r o m t h e  el e m e nt a r y  f a ct t h at  t h e  o nl y  di st ri b uti o n s  wit h  0  
g e n e r ali z e d  v a ri a n c e  a r e  d elt a  di st ri b uti o n s  s u p p o rt e d  o n  a  si n gl e  st at e:  

P r o p o si ti o n  2.  L et  (M,  d ) b e  a  c o m p a ct  m et ri c  s p a c e,  a n d  π  ∈  P (M ). T h e n  V a r( π )  = 0  
if a n d  o nl y  if π  =  δ α  i s a  d elt a  di st ri b uti o n  s u p p o rt e d  at  s o m e  α  ∈  M . 

F o r  c o m pl et e n e s s  w e  i n cl u d e a  p r o of  of  t hi s  f a ct i n A p p e n di x  B.  
T h e  n o r m ali z ati o n  of  F  t o t h e  i nt e r v al [ 0, 1]  p e r mit s  q u a ntit ati v e  c o m p a ri s o n  of  s y n -

c h r o n y  a c r o s s  o b s e r v ati o n s  of  s y st e m s  u n d e r  di f e ri n g  c o n diti o n s.  It al s o  e n s u r e s  t h at  t h e  
m e a s u r e  i s i n v a ri a nt t o r e s c ali n g  t h e  m et ri c,  e n a bli n g,  f o r e x a m pl e,  c o m p a ri s o n  of  p e ri o di c  
p r o c e s s e s  wit h  di f e r e nt  p e ri o d s.  

3. 3  I n v a ri a n c e  t o  R e s c ali n g  

T h e  m e a s u r e  of  s y n c h r o n y  gi v e n  i n E q.  ( 2. 1)  d e p e n d s  e x pli citl y  o n  t h e  c h oi c e  of  st at e  
s p a c e  a n d  m et ri c  o n  it. W hil e  i n p r a cti c e  w e  e x p e ct  t h e  st at e s  t o b e  d et e r mi n e d  b y  t h e  
a v ail a bl e  m e a s u r e m e nt s,  t h e  m et ri c  o n  t h o s e  st at e s  m a y  b e  s u bj e ct  t o g r e at e r  c h oi c e.  F o r  
e x a m pl e,  if t h e  st at e  s p a c e  i s a  ci r cl e,  t h e n  o n e  m a y  c h o o s e  t o p a r a m et e ri z e  it b y  r a di a n s  
i n [ 0, 2 π ), r e s ulti n g  i n di st a n c e s  b et w e e n  p oi nt s  i n [ 0, π], o r  b y  f r a cti o n s of  a  c y cl e,  i. e., 
b y  [ 0, 1),  r e s ulti n g  i n di st a n c e s  b et w e e n  p oi nt s  b ei n g  c o n f n e d  t o [ 0, 1 / 2].  S u c h  a  li n e a r 
r e p a r a m et e ri z ati o n  s h o ul d  n ot  c h a n g e  t h e  s y n c h r o n y  of  a  di st ri b uti o n,  a n d  i n d e e d it d o e s  
n ot.  T hi s  c a n  b e  s e e n  a s  a  s p e ci al  c a s e  of  r e s c ali n g  a  m et ri c  o n  a  c o m m o n  s p a c e,  w hi c h  
l e a v e s s y n c h r o n y  u n c h a n g e d:  

P r o p o si ti o n  3.  L et  (M,  d ) b e  a  m et ri c  s p a c e.  F o r  λ  >  0 , d e f n e  d λ ( x,  y )  =  λ d (x,  y ) f o r all  
x,  y  ∈  M . T h e n  F ( M, d ) ( π )  =  F ( M, d λ ) ( π )  f o r all  π  ∈  P (M ). 

A n  el e m e nt a r y  p r o of  of  t h e  f a ct t h at  s y n c h r o n y  i s i n v a ri a nt t o r e s c ali n g  t h e  m et ri c  i s 
p r o vi d e d  i n A p p e n di x  C.  

7  



3. 4  A p p r o xi m a bili t y  a n d  Q u a n ti z a ti o n  of  S t a t e s  

I n p r a cti c e,  it mi g ht  b e  i m p o s si bl e t o m e a s u r e  t h e  t r u e  st at e s  of  a  s y st e m  e x a ctl y.  I n st e a d, 
d u e  t o e x p e ri m e nt al  c a p a biliti e s  o r  ot h e r  f a ct o r s, it m a y  b e  t h at  t h e  t r u e  st at e s  a r e  o nl y  
a p p r o xi m at e d  b y  a  m e a s u r e m e nt.  F o r  i n st a n c e, a  st at e  s p a c e  m a y  b e  di s c r eti z e d  i nt o 
a  f nit e  n u m b e r  of  di s c r et e  st at e s  ( e. g.,  a  s p ati al  g ri d),  o r  a n  i n di vi d u al’ s st at e  m a y  b e  
r e p r e s e nt e d  b y  a n  o b s e r v a bl e  p r o x y  ( e. g.,  c ell  c y cl e  st a g e  c o a r s el y  c h a r a ct e ri z e d  b y  c ell ul a r  
m o r p h ol o g y).  I n t hi s  s e cti o n  w e  s u p p o s e  t h at  (M,  d ) i s t h e  t r u e  u n d e rl yi n g  st at e  s p a c e  of  
a  p o p ul ati o n  di st ri b ut e d  a c c o r di n g  t o π  ∈  P (M ), a n d  f u rt h e r m o r e t h e  p o p ul ati o n  i s o nl y  
o b s e r v e d  t h r o u g h  a  m e a s u r a bl e  f u n cti o n g  : M  →  X  ⊂  M , w h e r e  X  i s t h e  s et  of  o b s e r v a bl e  
st at e s.  I n ot h e r  w o r d s,  if a n  i n di vi d u al i s i n st at e  x  ∈  M , t h e n  w h e n  w e  m e a s u r e  t h at  
i n di vi d u al o ur  m e a s u r e m e nt / e x p e ri m e nt  r et u r n s  o nl y  t h e  v al u e  g (x ) ∈  X . Alt h o u g h  n ot  
r e q ui r e d,  i n p r a cti c e  w e  oft e n  e x p e ct  X  t o b e  f nit e.  

If w e  o b s e r v e  a  p o p ul ati o n  u si n g  t h e  f u n cti o n g  : M  →  X , t h e n  t h e  di st ri b uti o n  of  
t h e  o b s e r v ati o n s  i s gi v e n  b y  t h e  p u s h-f o r w a r d  m e a s ur e  π X  : = g ∗ π  =  π  ◦  g − 1  , d e f n e d  b y  
π X  ( E )  : = π (g − 1 ( E ))  f o r all  m e a s u r a bl e  s et s  E  ⊂  X . If (X,  d ) i s r e g a r d e d  a s  a  s u b s p a c e  
of  (M,  d ) t h e n  w e  c a n  a s s e s s  t h e  s y n c h r o n y  of  t h e  p o p ul ati o n  i n t h e  o b s e r v e d  st at e  s p a c e,  
F ( X, d ) ( π X  ),  alt h o u g h  w e  d o  n ot  h a v e  a c c e s s  t o t h e  t r u e  p o p ul ati o n  s y n c h r o n y  F ( M, d ) ( π ). T o  
w h at  e xt e nt  d o e s  t h e  o b s e r v a bl e  s y n c h r o n y  i n X  a p p r o xi m at e  t h e  t r u e  u n d e rl yi n g  s y n c h r o n y  
i n M ?  N ot  s u r p ri si n gl y,  t h e  a n s w e r  d e p e n d s  o n  h o w  w ell  X  a p p r o xi m at e s  M , a  f a ct w hi c h  
i s m a d e  p r e ci s e  i n t h e  f oll o wi n g p r o p o siti o n.  

P r o p o si ti o n  4.  L et  (M,  d ) b e  a  c o m p a ct  m et ri c  s p a c e  wit h  at  l e a st t w o p oi nt s,  X  ⊂  M  
c o m p a ct,  a n d  g  : M  →  X  m e a s u r a bl e.  L et  ϵ  ≥  0  a n d  a s s u m e  d (x,  g (x )) ≤  ϵ  f o r all  x  ∈  M . 
L et  π  ∈  P (M ) a n d  t a k e π X  : = g ∗ π  ∈  P (X ). T h e n  

3 ϵ  
F ( M, d ) ( π )  −  F ( X, d ) ( π X  )  ≤  ,

ν ( M, d )  

w h e r e  ν ( M, d )  i s t h e s y n c h r o n y  n o r m ali z ati o n  c o n st a nt  of  (M,  d ). 

A  p r o of  of  P r o p o siti o n  4  a p p e a r s  i n A p p e n di x  D.  T h e  f u n cti o n g  i n P r o p o siti o n  4  s e r v e s  
a  d u al  r ol e.  Fi r st,  it e n c o d e s  t h e  r el ati o n s hi p  b et w e e n  t h e  t r u e  st at e s  a n d  t h e  o b s e r v e d  
st at e s,  i n di c ati n g t h e  m e a s u r e d  st at e  g (x ) c o r r e s p o n di n g  t o e a c h  t r u e  st at e  x . S e c o n d,  it 
s ati s f e s  a  b o u n d  o n  t h e  l a r g e st di st a n c e  b et w e e n  a n y  st at e  a n d  it s o b s e r v e d  st at e,  h e r e  
c o nt r oll e d  b y  ϵ . T h u s  P r o p o siti o n  4  p r o vi d e s  p r e ci s e  c o nt r ol  o n  h o w  f a r a w a y  a n  o b s e r v e d  
m e a s u r e  of  s y n c hr o n y  c a n  b e  f r o m t h e  t r u e  p o p ul ati o n  s y n c h r o n y  i n t h e  u n o b s e r v e d  st at e  
s p a c e,  p r o vi d e d  t h at  o n e  k n o w s  h o w  w ell  X  a p p r o xi m at e s  M . A n ot h e r  c o n s e q u e n c e  of  
P r o p o siti o n  4  i s t h at  t h e  t r u e  s y n c h r o n y  of  a  p o p ul ati o n  c a n  b e  a p p r o xi m at e d  a r bit r a ril y  
w ell  b y  a  j u di ci o u s c h oi c e  of  s u b s p a c e  t h at  w ell- a p p r o xi m at e s  M , i n t h e  s e n s e  t h at  e a c h  
p oi nt  x  ∈  M  i s wit hi n  a  di st a n c e  ϵ  of  at  l e a st o n e  m e a s u r a bl e  st at e,  n a m el y  g (x ) ∈  X . 

Alt h o u g h  t h e  st at e m e nt  of  P r o p o siti o n  4  d o e s  n ot  s p e cif y  it, n o r  d o e s  t h e  p r o of  r el y  o n  
it, w e  i m a gi n e t h at  i n pr a cti c e  X  will  t y pi c all y  b e  e q u al  t o a  f nit e  s et  { x 1 , . . . , xn }  ⊂  M , 
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i n d u c e d b y  di s c r eti z ati o n  of  t h e  t r u e  st at e  s p a c e,  a n d  t h e  f u n cti o n g  : M  →  X  will  s e n d  
e a c h  st at e  t o it s n e a r e st  o b s e r v a bl e  st at e,  i. e., g (x )  =  x i if d (x,  x i )  < d (x,  x j  )  f o r all  j  ≠  i. 
F o r  t h o s e  st at e s  t h at  a r e  e q u all y  f a r f r o m m ulti pl e  o b s e r v a bl e  st at e s,  s o m e  c h oi c e  of  a  ti e-
b r e a ki n g  r ul e  w o ul d  n e e d  t o b e  m a d e  t o e n s u r e  g  i s a  m e a s u r a bl e  f u n cti o n. H o w e v e r,  t h e  
c o n cl u si o n  of  P r o p o siti o n  4  d o e s  n ot  d e p e n d  o n  t hi s  c h oi c e.  

B e c a u s e  F  c a n  b e  w ell- a p p r o xi m at e d  b ot h  b y  i n c o m pl et e o b s e r v ati o n s  a b o ut  t h e  p o p -
ul ati o n  (i. e., t h r o u g h  e m pi ri c al  s a m pl e s  of  t h e  u n d e rl yi n g  p o p ul ati o n  di st ri b uti o n,  d u e  t o 
c o nti n uit y)  a n d  i n c o m pl et e o b s e r v ati o n s  of  t h e  t r u e  st at e s  of  t h e  s y st e m,  w e  e x p e ct  t hi s  
n oti o n  of  s y n c h r o n y  will  b e  b r o a dl y  u s ef ul  i n t h e  c o nt e xt  of  e x p e ri m e nt al  d at a  w hi c h  m a y  
i n v ol v e u n c e rt ai nti e s  i n b ot h  f a c et s, i. e., it s ati s f e s  p r o p e rt y  ( 4).  

4  E x a m pl e  S t a t e  S p a c e s  

I n t hi s  s e cti o n  w e  c o nt e xt u ali z e  t h e  d e f niti o n  of  p o p ul ati o n  s y n c h r o n y  a n d  it s m at h e m ati c al  
p r o p e rti e s  b y  d e s c ri bi n g  s e v e r al  e x a m pl e s  w hi c h  m a y  b e  p a rti c ul a rl y  r el e v a nt  i n a p pli c a -
ti o n s.  T h e n  i n S e cti o n  5  w e  e st a bli s h  r e s ult s  t h at  all o w  e f ci e nt  c o m p ut ati o n  of  s y n c h r o n y  
i n s e v e r al  i m p o rt a nt s p a c e s  ( p r o p e rt y  ( 5)).  

T o  c o m p ut e  t h e  s y n c h r o n y  of  a n y  di stri b uti o n  π  ∈  P (M ) a c c o r di n g  t o E q.  ( 2. 1),  o n e  
m u st  d et e r mi n e  t h e  m a xi m u m  a s y n c h r o n y  of  a n y  di st ri b uti o n  o n  M . T hi s  e s s e nti all y  
r e d u c e s  t o m a xi mi zi n g  t h e  g e n e r ali z e d  v a ri a n c e,  a n d  s o  w e  f o c u s f r st  o n  e x a m pl e  s p a c e s  
w h o s e  m a xi m al  g e n e r ali z e d  v a ri a n c e  i s k n o w n.  

E x a m pl e  1  ( C o m p a ct  I nt e r v al s). If M  = [ a,  b ] ⊂  R , wit h  t h e  u s u al  m et ri c,  d (x,  y )  =  |x  −  y |, 
t h e n  

V a r( π ) ≤  
1

(b  −  a ) 2  ,
4  

1wit h  e q u alit y  o nl y  at  π ∗  = ( δ a  +  δ b )  [ 3 6]. 2  
N o t a bl y,  t h e  u nif o r m  di st ri b uti o n  i s n ot  m a xi m all y  a s y n c h r o n o u s  o v e r  a n  i nt e r v al. A  

st r ai g htf o r w a r d  c al c ul ati o n  s h o w s  t h at  t h e  u nif o r m  di st ri b uti o n  o n  [a,  b ], π , h a s  g e n e r ali z e d  
v a ri a n c e  V a r (π )  = ( b  −  a ) 2 / 1 2.  T h e r ef o r e  t h e  s y n c h r o n y  of  t h e  u nif o r m  di st ri b uti o n  i s√  
F  (π )  = (  3  −  1) / 3,  i n d e p e n d e nt of  t h e  p a rti c ul a r  i nt e r v al [a,  b ]. T hi s  c a n  a g ai n  b e  s e e n  
a s  a  s p e ci al  c a s e  of  P r o p o siti o n  3,  w h e r e,  i n t hi s  c a s e,  n o r m ali z ati o n  e n s u r e s  s y n c h r o n y  i s 
i n d e p e n d e nt of  t h e  s c al e  of  t h e  i nt e r v al. 

E x a m pl e  2  ( C o m p a ct  S u b s et s  of  R n ) . R e c e nt  r e s ult s  g e n e r ali z e  E x a m pl e  1  t o s u b s et s  of  
R n  wi t h  t h e  u s u al  m et ri c  [ 3 7] a n d  m o r e  g e n e r al  m et ri c  s p a c e s  [ 3 8]. E v e n  i n t h e  E u cli d e a n  
s etti n g,  d et e r mi n ati o n  of  t h e  m a xi m al  g e n e r ali z e d  v a ri a n c e  s u p p o rt e d  o n  a  c o m p a ct  s u b s et  
n e e d s  t o b e  h a n dl e d  o n  a  c a s e  b y  c a s e  b a si s,  wit h  n ot a bl e  r e s ult s  f o r s o m e  s p e ci al  c a s e s  
( s e e  [ 3 7, E x p.  1. 5]).  F o r  i n st a n c e, g e n e r ali zi n g  E x a m pl e  1  sli g htl y,  f o r M  = [ a,  b ]n  wi t h  
t h e  E u cli d e a n  m et ri c,  t h e  m a xi m al  v a ri a n c e  will  b e  n (b  −  a ) 2 / 4,  a c hi e v e d  b y  c o n c e nt r ati n g  
e q u al  m a s s  o n  t h e  2 n  c o r n e r s  of  M . 
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E x a m pl e  3  ( T h e  Ci r cl e) . S u p p o s e  M  =  [ 0, 1)  ∼=  S 1  i s t h e  ci r cl e  wit h  ci r c u mf e r e n c e  1,  wit h  
a r cl e n gt h  m et ri c  

d (x,  y ) =  mi n( |x  −  y |, 1  − | x  −  y |). 

T h e n  t h e  f oll o wi n g f a ct a p p e a r s  a s  a  s p e ci al  c a s e  i n [ 3 8, E x p.  9].  

P r o p o si ti o n  5.  S u p p o s e  (S 1 , d) i s t h e ci r cl e  a n d  π ∗  i s t h e u nif o r m  di st ri b uti o n  ( L e b e s g u e  
m e a s u r e )  o n  S 1  . T h e n  f o r all  π  ∈  P (S 1 ) , w e  h a v e  

V a r  (π ) ≤  V a r  (π  ∗  ) , 

wit h  e q u alit y  if a n d  o nl y  if π  =  π ∗  . 

I n t h e  p r e s e nt  s etti n g  of  p o p ul ati o n  s y n c hr o n y,  P r o p o siti o n  5  e st a bli s h e s  t h at  t h e  m o st  
a s y n c h r o n o u s  p o p ul ati o n  o n  a  ci r cl e  i s o n e  w hi c h  i s u nif o r ml y  di st ri b ut e d.  A  c al c ul ati o n  
t h e n  s h o w s  t h at  t h e  m a xi m u m  g e n e r ali z e d  v a ri a n c e  of  a n y  di st r ib uti o n  o n  t h e  ci r cl e  ofR  √  
ci r c u mf e r e n c e  o n e  i s S 1  d ( x,  0) 2  d π ( x )  = 1 / 1 2,  a n d  s o  ν ( S 1 , d)  = 3 / 6.  

E x a m pl e  4  ( Di s c r et e  Ci r cl e s  ( U nif o r m)) . L et  S 1  =  { 0 , . . . , p −  1 } , f o r s o m e  p  ∈  N , a n dp  

d e f n e  
d p ( x,  y ) =  mi n( |x  −  y |/ p,  1  − | x  −  y |/ p ), 

f o r e a c h  x,  y  ∈  S 1  . We  t hi n k  of  (S 1 , dp )  a s  a  di s c r et e  ci r cl e  wit h  p  st at e s.  A n  a n al o g o u sp p  

r e s ult  t o P r o p o siti o n  5  h ol d s  f o r di s c r et e  ci r cl e s.  

P r o p o si ti o n  6.  S u p p o s e  (S 1 , dp )  i s a  di s c r et e  ci r cl e,  a n d  l et π ∗  b e  t h e u nif o r m  di st ri b uti o n  p  

o n  S 1  . T h e n  f o r all  π  ∈  P (S 1 )p p  

V a r  (π ) ≤  V a r  (π  ∗  ) . 

A s  a  c o n s e q u e n c e  of  P r o p o siti o n  6  ( p r o v e d  i n A p p e n di x  E)  it f oll o w s t h at,  

p − 1X1  
ν 2  =  mi n { i / p, 1  −  i / p} 2  

( S p  
1 , dp )  p  

i= 0
� � 2  � �   � �  p  p p6  −  6 p  −  6  + 2 p 2  + 3 p  + 1  2  2 2  =  . 

6 p 2  

We  m a y  r e g a r d  (S p  
1 , dp )  a s  a  di s c r eti z ati o n  of  S 1  i nt o p  st at e s  r e p r e s e nti n g  a r c s  of  l e n gt h 

1 / p , wit h  t h e  di st a n c e s  b et w e e n  st at e s  t h e  a r cl e n gt h s  b et w e e n  t h e  mi d p oi nt s  of  e a c h  p ai r  
of  a r c s.  I n ot h e r  w o r d s,  w e  a p p r o xi m at e  t h e  ci r cl e  b y  a  s u b s et  of  p  e q u all y- s p a c e d  p oi nt s,  
x i =  i / p, i = 0 , . . . , p −  1.  If g  : S 1  →  S 1  a s si g n s  el e m e nt s  i n e a c h  ( h alf- o p e n)  a r c  t o it sp  

mi d p oi nt,  i. e., g ([x i −  1 / p,  x i + 1 / p )) =  { x i } , ( a n d  p oi nt s  e q u all y-f a r  f r o m x i a n d  x i+ 1  t o  
o n e  o r  t h e  ot h e r),  t h e n  d (x,  g (x )) ≤  1 / 2 p  f o r all  x  ∈  S 1  . T h e r ef o r e,  P r o p o siti o n  4  yi el d s  

√  
3 3  

< .F ( S 1 , d) ( π )  −  F ( S 1 , dp ) ( g ∗ π )  
pp  

1 0  



S u c h  a n  a p p r o xi m ati o n  m a y  o c c u r  w h e n  a  p e ri o di c  p r o c e s s,  w h o s e  t r u e  st at e  s p a c e  m a y  b e  
m o d el e d  a s  p h a s e s  o n  a  ci r cl e,  i s r e pl a c e d  b y  a n  a p p r o xi m ati o n  i nt o f nit el y  m a n y  di s c r et e  
st a g e s  r e p r e s e nti n g  i nt e r v al s of  p h a s e s.  T hi s  i s oft e n  d o n e  i n e x p e ri m e nt al  bi ol o g y  st u di e s  
i n v ol vi n g p e ri o di c  p h e n o m e n o n  ( e. g.,  c ell  di vi si o n  c y cl e,  d e v el o p m e nt al  c y cl e s,  o r  ci r c a di a n  
c y cl e s)  [ 3 9, 4 0,  1 8].  

E x a m pl e  5  ( Di s c r et e  Ci r cl e s  ( G e n e r al)) . I n a p pli c ati o n s  it m a y  b e  m o r e  a c c u r at e  t o m o d el  
st at e s  a s  a r c s  wit h  di f e r e nt  “ st a g e- d e p e n d e nt ”  l e n gt h s, still  t a ki n g  t h e  di st a n c e  b et w e e n  
st at e s  a s  t h e  a r c  l e n gt h b et w e e n  t h e  c o r r e s p o n di n g  mi d p oi nt s  of  t h e  a r c s  t h e y  r e p r e -
s e nt.  S u p p o s e  M  =  { 0 , . . . , p −  1 }  f o r s o m e  p  ∈  N , a n d  p a rtiti o n  [ 0, 1)  i nt o di sj oi nt  
a r c s  [a i , ai+ 1 ) , i = 0 , . . . , p −  1,  w h e r e  a 0  =  0  a n d  a p  =  1.  T h e n  t h e  di st a n c e  b et w e e n  st at e s  
x,  y  i s 

d (x,  y ) =  mi n( |a x  −  a y  +  a x + 1  −  a y + 1 |, 2  − | a x  −  a y  +  a x + 1  −  a y + 1 |) / 2 . ( 4. 1)  

S u c h  s p a c e s  m a y  b e  a p p r o p ri at e  t o m o d el  p e ri o di c  d e v el o p m e nt al  c y cl e s  r e p r e s e nt e d  b y  di s -
c r et e  m o r p h ol o gi c al  st a g e s  t h at  o c c u p y  di f e r e nt  f r a cti o n s of  t h e  c y cl e,  a s  o b s e r v e d  t h r o u g h  
mi c r o s c o p y  m e a s u r e m e nt s  of  c ell  p o p ul ati o n s  [ 1 8]. U nli k e  t h e  u nif o r m  di s c r et e  ci r cl e  s p a c e s  
d e f n e d  i n E x a m pl e  4,  t h e  di st ri b uti o n  wit h  m a xi m al  a s y n c h r o n y  o v e r  t h e  s p a c e  gi v e n  b y  
E q.  ( 4. 1)  n e e d  n ot  b e  u nif o r m.  F o r  i n st a n c e, c h o o si n g  a 0  = 0 , a1  = 1 / 2 , a2  = 3 / 4 , a3  = 1  
d e f n e s  a  t h r e e- st at e  cir c ul a r  s p a c e  wit h  o n e  l o n g st at e  o c c u p yi n g  h alf  t h e  c y cl e  a n d  t w o  
s h o rt e r  st at e s,  e a c h  o c c u p yi n g  1 / 4  of  t h e  c y cl e.  I n t hi s  c a s e,  t h e  u nif o r m  di st ri b uti o n  
π  =  [ 1/ 3 , 1 / 3 , 1 / 3]  h a s  g e n e r ali z e d  v a ri a n c e  V a r( π )  = 1 / 3(( 3 / 8) 2  +  ( 1 / 4) 2 )  a n d  s y n c h r o n y  p
F  (π )  = 1 −  1 / 3(( 3 / 8) 2  +  ( 1 / 4) 2 / ( 9 / 3 2)  ≈  0 .0 7 4 8.  O n  t h e  ot h e r  h a n d,  a  di st ri b uti o n  wit h  
m a xi m al  g e n e r ali z e d  v a ri a n c e  ( e q u al  t o 8 1 / 1 0 2 4)  o n  t hi s  s p a c e  i s π ∗  =  [ 7/ 1 6 , 9 / 3 2 , 9 / 3 2].  
T h e  u nif o r m  di st ri b uti o n  c o n c e nt r at e s  m o r e  m a s s  i n e a c h  of  t h e  “ s h o rt e r ”  st at e s  a n d  l e s s 
m a s s  i n t h e  “l o n g e r ”  st at e  c o m p a r e d  wit h  π ∗  . I n t hi s  w a y  t h e  u nif o r m  di st ri b uti o n  i s 
s o m e w h at  m o r e  s y n c h r o ni z e d  t h a n  π ∗  . 

A s  i n E x a m pl e  4,  P r o p o siti o n  4  c a n  b e  u s e d  t o p r o vi d e  a n  u p p e r  b o u n d  o n  t h e  e r r o r  
t h at  m a y  b e  i n c u r r e d b y  i m p r e ci s e r e p r e s e nt ati o n  of  st at e s  o c c u p yi n g  e a c h  a r c,  [a i , ai+ 1 ),  
i = 0 , . . . , p −  1.  

5  C o m p u ti n g  S y n c h r o n y  

As  c a n  b e  s e e n  f r o m t h e  p r e c e di n g  e x a m pl e s,  c o m p uti n g  t h e  s y n c h r o n y  n o r m ali z ati o n  
c o n st a nt  m u st  b e  h a n dl e d  f o r e a c h  s p a c e  i n di vi d u all y, oft e n  wit h o ut  k n o wi n g  a  p ri o ri  w hi c h  
di st ri b uti o n( s)  will  h a v e  m a xi m al  a s y n c h r o n y.  B ot h  t h e  d et e r mi n ati o n  of  ν ( M, d )  a n d  t h e  
c al c ul ati o n  of  t h e  s y n c h r o n y  f o r a  gi v e n  m e a s u r e  π  r e q ui r e s  d et e r mi n ati o n  of  it s g e n e r ali z e d  
v a ri a n c e.  A s  o b s e r v e d,  t hi s  c a n  b e  c o m p ut e d  b y  f n di n g  t h e  n e a r e st  d elt a  di st ri b uti o n  t o π  
i n t h e  W a s s e r st ei n- 2  m et ri c.  

I n g e n e r al,  if (M,  d ) i s a  c o m pl et e  a n d  s e p a r a bl e  m et ri c  s p a c e  ( w hi c h  will  b e  t h e  c a s e  
f o r M  c o m p a ct)  o n e  d e f n e s  t h e  W a s s e r st ei n- 2  di st a n c e  b et w e e n  p r o b a bilit y  m e a s u r e s  ( wit h  
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f nit e  v a ri a n c e)  π,  µ  ∈  P  (M ) b y  

Z� � 1 / 2  

W 2 ( π,  µ ) =  i nf d (x,  y ) 2  d γ ( x,  y ) , 
γ ∈ Γ[ π, µ ] M × M  

w h e r e  γ  ∈  Γ[ π,  µ ] i s a  c o u pli n g : a  m e a s u r e  i n t h e  s et  of  p r o d u ct  m e a s u r e s  o n  M  × M  h a vi n g  
m a r gi n al s  π  a n d  µ , i. e. γ (E  × M )  =  π (E ) a n d  γ (M  × E )  =  µ (E ) f o r all  m e a s u r a bl e  E  ⊂  M . 
[ 4 1]. I n t h e  p r e s e nt  s etti n g,  o n e  of  t h e  t w o  di st ri b uti o n s  u n d e r  c o n si d e r ati o n  i s al w a y s  a  
d elt a  m e a s u r e,  µ  =  δ α , w hi c h  s e v e r el y  c o n st r ai n s  Γ[ π,  µ ] a n d  l e a d s t o e f ci e nt  al g o rit h m s  
f o r i m p o rt a nt s p e ci al  c a s e s.  

5. 1  Fi ni t e  S t a t e  S p a c e s  

C o n si d e r  a  f nit e  st at e  s p a c e  M  =  { 0 , . . . , p− 1 }  a n d  m et ri c  s p e ci f e d  b y  t h e  p × p  s y m m et ri c  

X  

m at ri x  D [i, j ]  = d (i, j ). L et  t h e  m at ri x  C [i, j ]  = d (i, j ) 2  e n c o d e  t h e  s q u a r e d  di st a n c e s  
b et w e e n  st at e s.  T h e n  t h e  s q u a r e d  W a s s e r st ei n- 2  di st a n c e  b et w e e n  a  di st ri b uti o n  π  a n d  
a  d elt a  di st ri b uti o n  δ i o n  M  i s si m pl y  (C π )[i], t h e  i-t h c o o r di n at e  of  t h e  v e ct o r  C π . 
T h e r ef o r e,  b y  d e f niti o n,  t h e  ( s q u a r e d)  n o r m ali z ati o n  c o n st a nt  a s s o ci at e d  wit h  F  (π ) will  

p − 1  
b e  

  

  


  


ν 2  

( M, d )  =  m a x  
π ∈ P ( M )  0 ≤ i≤ p − 1  

mi n  C [i, j ]π [j ] . ( 5. 1)  
j = 0  

I n t hi s  c a s e,  P (M ) i s t h e  s et  of  l e n gt h-p  p r o b a bilit y  v e ct o r s  ( wit h  n o n- n e g ati v e  c o m p o n e nt s  
w hi c h  s u m  t o 1).  I m p o rt a ntl y, t h e  o pti mi z ati o n  p r o bl e m  i n E q.  ( 5. 1)  c a n  b e  r e ali z e d  a s  a  
li n e a r p r o g r a m mi n g  ( L P)  p r o bl e m,  f o r w hi c h  a  gl o b al  o pti m u m  i s g u a r a nt e e d  t o b e  f o u n d 
a n d  f o r w hi c h  m a n y  hi g hl y  o pti mi z e d  m et h o d s  e xi st  [ 4 2]. 

P r o p o si ti o n  7.  F o r  a  f nit e  m et ri c  s p a c e  (M,  d ) wit h  p  st at e s,  t h e di st ri b uti o n  wit h  m a xi -
m al  v a ri a n c e  c a n  b e  d et e r mi n e d  b y  a  li n e a r p r o g r a m  ( L P )  i n p  + 1  v a ri a bl e s,  wit h  1  e q u alit y  
c o n st r ai nt  a n d  2 p  i n e q u alit y c o n st r ai nt s.  

T h e  pr e ci s e  L P  p r o bl e m  r ef e r e n c e d  t o i n P r o p o siti o n  7  i s p r o vi d e d  i n A p p e n di x  F.  
We  h a v e  i m pl e m e nt e d r o uti n e s  i n P yt h o n  t o c o m p ut e  t h e  n o r m ali z ati o n  c o n st a nt  f o r a n y  
f nit e  st at e  s p a c e  [ 4 3] t h at  m a k e  u s e  of  f a st L P  s ol v e r s  p r o vi d e d  i n t h e  t h e  S ci p y  P yt h o n  
m o d ul e  [ 4 4]. E m pi ri c al  c o m p ut ati o n al  c o st s  of  o u r  i m pl e m e nt ati o n s f o r e x a m pl e  s p a c e s  a r e  
p r o vi d e d  i n S e cti o n  6. 1.  

5. 2  E m pi ri c al  Di s t ri b u ti o n s  o n  t h e  Ci r cl e  

H a vi n g  e st a bli s h e d  m et h o d s  f o r c o m p uti n g  s y n c h r o n y  f o r a n y  f nit e  st at e  s p a c e  u si n g  r e s ult s  
f r o m o pti m al  t r a n s p o rt  a n d  L P,  w e  t u r n  o u r  att e nti o n  t o a n  i m p o rt a nt c o nti n u o u s  st at e  
s p a c e:  t h e  ci r cl e.  Oft e n,  i n p r a cti c e,  a  p o p ul ati o n  di st ri b uti o n  will  b e  a n  e m pi ri c al  s a m pl e  
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di st ri b uti o n  c o n si sti n g  of  f nit el y  m a n y  p oi nt  m a s s e s  ( e. g.,  f o w  c yt o m et r y  d at a  [ 4 5]). Gi v e n  P  nα  ∈  S 1  =∼  [ 0, 1)  a n d  a n  e m pi ri c al  m e a s u r e  o n  t h e  ci r cl e,  π  =  1  δ x i  ( s u p p o rt e d  o n  a  n i= 1  

f nit e  s a m pl e  { x i }
n  ⊂  [ 0, 1),  w hi c h  m a y  h a v e  r e p e at e d  el e m e nt s),  t h e  s q u a r e d  W a s s e r st ei n -i= 1  

2  di st a n c e  b et w e e n  δ α  a n d  π  i s 

nX  
W 2

2 ( δ α , π)  =  
1  

d (x i ,  α)
2  

n  
i= 1  
nX1  

=  mi n( |x i −  α |, 1  − | x i −  α |) 2  

n  
i= 1  

(
nX1  |x i −  α |2  , if |x i −  α |  ≤ 1 / 2  

=  ( 5. 2)  
n  ( 1 − | x i −  α |) 2  , if |x i −  α | >  1 / 2 .

i= 1  

√  
We  h a v e  al r e a d y  d et e r mi n e d  t h e  s y n c h r o n y  n o r m ali z ati o n  c o n st a nt  t o b e  3 / 6  f o r t h e  
ci r cl e  of  ci r c u mf e r e n c e  1  t h a n k s  t o P r o p o siti o n  5.  It r e m ai n s  t o d et e r mi n e  t h e  c h oi c e  of  
α  ∈  S 1  w hi c h  mi ni mi z e s  t h e  f u n cti o n W 2

2 ( δ α , π) f o r t h e  gi v e n  e m pi ri c al  di st ri b uti o n,  π . 
Ulti m at el y,  t hi s  t a s k  i s a  c o n st r ai n e d  o pti mi z ati o n  p r o bl e m  i n o n e  v a ri a bl e,  α  ∈  [ 0, 1),  

f o r w hi c h  n u m e r o u s  gl o b al  o pti mi z ati o n  m et h o d s  a r e  w ell  s uit e d.  H o w e v e r,  s u c h  m et h -
o d s  g e n e r all y  d o  n ot  c o m e  wit h  g u a r a nt e e s  o n  f n di n g  a  gl o b al  o pti m u m  f o r n o n- c o n v e x  
f u n cti o n s. Alt h o u g h  W 2

2 ( δ α , π) will  n ot  b e  c o n v e x  o n  [ 0, 1),  it will  al w a y s  b e  c o n v e x  o n  
s u bi nt e r v al s  b et w e e n  c o n s e c uti v e  a nti p o d al  p oi nt s,  a (x i )  = ( x i + 1 / 2)  m o d  1,  t h at  p a r -
titi o n  [ 0, 1) ( s e e  Fi g.  G. 1  f o r a n  e x a m pl e).  T hi s  o b s e r v ati o n  l e a d s t o a n  al g o rit h m  t h at  
i s g u a r a nt e e d  t o f n d  t h e  g e n e r ali z e d  v a ri a n c e  of  π  i n a  f nit e  n u m b e r  of  e v al u ati o n s  of  
E q.  ( 5. 2)  t h at  g r o w s  li n e a rl y wit h  t h e  n u m b e r  of  p oi nt  m a s s e s.  T hi s  i s m a d e  p r e ci s e  i n t h e  
f oll o wi n g p r o p o siti o n.  

P  
P r o p o si ti o n  8.  L et  π  =  1  n  b e  a n  e m pi ri c al  di st ri b uti o n  o n  t h e ci r cl e  of  ci r c u m -n i= 1  δ x i  

f e r e n c e 1,  s u p p o rt e d  o n  { x i }
n  ⊂  [ 0, 1) . T h e n  F  (π ) i s c o m p ut a bl e  i n at  m o st  2 n  + 1i= 1  

e v al u ati o n s  of  W 2
2 ( δ α , π). 

T h e  al g o rit h m  t o d et e r mi n e  t h e  s y n c h r o n y  of  a  f nit e  e m pi ri c al  di st ri b uti o n  o n  t h e  
ci r cl e,  w h o s e  c o r r e ct n e s s  i s e st a bli s h e d  i n t h e  p r o of  of  P r o p o siti o n  8  i n A p p e n di x  H,  r eli e s  
o n  c o m p uti n g  t h e  l o c ati o n s of  t h e  e x a ct  mi ni mi z e r s  i n e a c h  s u bi nt e r v al  b et w e e n  c o n s e c uti v e  
a nti p o d al  p oi nt s.  T h e s e  a r e  eit h e r  t h e  c riti c al  p oi nt s  at  w hi c h  d W 2

2 ( δ α , π)/ d α  =  0  o r  t h e  
e n d p oi nt s  of  t h e  i nt e r v al s i n t h e  p a rtiti o n  of  [ 0, 1) b y  a nti p o d al  p oi nt s,  gi vi n g  at  m o st  2 n + 1  
c a n di d at e  b a r y c e nt e r s  of  π . 
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6  C o m p u t a ti o n al  R e s ul t s  

6. 1  I m pl e m e n t a ti o n s  

We  i m pl e m e nt e d r o uti n e s  f o r c o m p uti n g  s y n c h r o n y  m e a s u r e s  f o r di st ri b uti o n s  o n  g e n e r al  
f nit e  st at e  s p a c e s,  i n cl u di n g di s c r et e  ci r c ul a r  s p a c e s,  a n d  f o r e m pi ri c al  di st ri b uti o n s  o n  t h e  
ci r cl e.  T h e s e  a r e  p r o vi d e d  i n a n  o p e n- s o u r c e  P yt h o n  m o d ul e  [ 4 3]. T o  a s s e s s  t h e  p r a cti c al  
e f ci e n c y  of  c o m p uti n g  s y n c h r o n y,  w e  c o n d u ct e d  s e v e r al  e x p e ri m e nt s  t o m e a s u r e  t h e  ti m e  
c o st  of  t h e s e  i m pl e m e nt ati o n s f o r v a r yi n g  n u m b e r s  of  st at e s  i n f nit e  st at e  s p a c e s  ( Fi g.  1 A),  
a n d  s e p a r at el y  f o r t h e  si z e  of  t h e  s u p p o rt  of  e m pi ri c al  di st ri b uti o n s  o n  t h e  ci r cl e  ( Fi g.  2 A).  
All  ti mi n g  e x p e ri m e nt s  w e r e  c o n d u ct e d  o n  a n  I nt el( R) C o r e( T M)  i 9- 7 9 2 0 X C P U  wit h  1 2  
c o r e s  at  2. 9 0 G H z,  ( r u n ni n g  at  a p p r o xi m at el y  4 G H z).  

1 0 1 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0

N u m b e r of St a t e s ( L o g  S c al e)
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( A ) N o r m ali z a ti o n C o n s t a n t
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( B ) S y n c h r o n y

R a n d o m St a t e S p a c e

C y cli c St a t e S p a c e

Fi g ur e  1:  Ti m es  t o c o m p ut e  t h e n or m ali z ati o n  c o nst a nts  ( A) a n d  t h e s y n c hr o n y  
m e as ur es  ( B) f or f nit e  st at e s p a c es.  

I n t h e  c a s e  of  a  f nit e  st at e  s p a c e,  t h e  c al c ul ati o n  of  t h e  n o r m ali z ati o n  c o n st a nt  vi a  s ol v -
i n g a n  L P  o pti mi z ati o n  p r o bl e m  i s t h e  m o st  c o stl y  o p e r ati o n.  T h at  s ai d,  f o r a  f x e d  st at e  
s p a c e,  t hi s  c o n st a nt  n e e d  b e  c o m p ut e d  o nl y  o n c e.  M o r e o v e r,  L P  p r o bl e m s  a r e  wi d e s p r e a d  
a n d  d e m a n d  f o r s ol v e r s  h a s  l e d t o n u m e r o u s  hi g h- e f ci e n c y  i m pl e m e nt ati o n s. O u r  i m pl e-
m e nt ati o n  l e v e r a g e s L P  s ol v e r s  p r o vi d e d  i n t h e  o p e n- s o u r c e  P yt h o n  m o d ul e,  S ci p y  [ 4 4], 
w hi c h  m a k e s  u s e  of  eit h e r  hi g h  p e rf o r m a n c e  d u al  r e vi s e d  si m pl e x  o r  i nt e ri o r- p oi nt m et h o d s  
w ritt e n  i n C + +  [ 4 2]. 

We  f o u n d t h at  f o r e v e n  l a r g e st at e  s p a c e s  t h e  n o r m ali z ati o n  c o n st a nt  c a n  b e  c o m p ut e d  
i n m o d e r at e  ti m e  (∼ 6 0  s e c o n d s  f o r a  r a n d o m  E u cli d e a n  st at e  s p a c e  wit h  1 0, 0 0 0  st at e s,  
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Fi g.  1 A).  I nt e r e sti n gl y, w e  f o u n d t h at  t h e  e f e cti v e  c o m p ut e  ti m e  of  t h e  n o r m ali z ati o n  c o n -
st a nt  c a n  d e p e n d  si g ni f c a ntl y  o n  t h e  p a rti c ul a r  f nit e  m et ri c  s p a c e.  We  o b s e r v e d  a p p r o x -
i m at el y a n  o r d e r  of  m a g nit u d e  i n c r e a s e i n t h e  a v e r a g e  ti m e  t o s ol v e  f o r t h e  n o r m ali z ati o n  
c o n st a nt  of  a  u nif o r m  f nit e  c y cli c  st at e  s p a c e  c o m p a r e d  t o r a n d o m  E u cli d e a n  st at e  s p a c e s  
of  t h e  s a m e  si z e,  f o r l a r g e st at e  s p a c e s  ( Fi g.  1 A).  H e r e  a  r a n d o m  E u cli d e a n  st at e  s p a c e  
w a s  g e n e r at e d  b y  s a m pli n g  n  ∈ { 1 0 , 1 0 0 , 1 0 0 0 , 1 0 0 0 0 }  p oi nt s  u nif o r ml y  at  r a n d o m  f r o m 
[ 0, 1) 1 2  a n d  t r e ati n g  e a c h  p oi nt  a s  a  st at e.  T h e  di st a n c e  b et w e e n  t w o  st at e s  w a s  t a k e n  t o 
b e  t h e  st a n d a r d  E u cli d e a n  di st a n c e  b et w e e n  t h e  p oi nt s.  It s h o ul d  b e  n ot e d  t h at  c o m p uti n g  
t h e  n o r m ali z ati o n  c o n st a nt  f o r a  u nif o r m  c y cli c  st at e  s p a c e  i s u n n e c e s s a r y  gi v e n  t h at  t h e  
e x a ct  n o r m ali z ati o n  i s a c hi e v e d  b y  t h e  u nif o r m  di st ri b uti o n  a n d  c a n  b e  e x a ctl y  c o m p ut e d  
wit h o ut  a p p e ali n g  t o L P  ( P r o p o siti o n  6).  

H a vi n g  f o u n d t h e  f nit e  st at e  s p a c e  n o r m ali z ati o n  c o n st a nt,  c al c ul ati o n  of  s y n c h r o n y  of  
a  di st ri b uti o n  i s e xt r e m el y  f a st ( o n  t h e  o r d e r  of  1 0  milli s e c o n d s  f o r a  st at e  s p a c e  wit h  1 0 0 0 0  
st at e s),  a s  it r e q ui r e s  o nl y  a  si n gl e  m at ri x- v e ct o r  m ulti pli c ati o n  a n d  f n di n g  t h e  mi ni m u m  
e nt r y  i n t h e  r e s ulti n g  v e ct o r  ( Fi g.  1 B).  

T h e  t h e o r eti c al  r e s ult s  i n S e cti o n  5  g u a r a nt e e  t h at  t h e  e x a ct  v al u e  of  s y n c h r o n y  of  
a n  e m pi ri c al  di st ri b uti o n  s u p p o rt e d  o n  n  p oi nt s  i n t h e  ci r cl e  c a n  b e  d et e r mi n e d  b y  a  
n u m b e r  of  e v al u ati o n s  of  t h e  W a s s e r st ei n- 2  di st a n c e  t h at  g r o w s  li n e a rl y i n n . H o w e v e r,  
w e  c a n  s a c ri f c e  t h e  g u a r a nt e e  of  c o rr e ct n e s s  t o p ot e nti all y  g ai n  c o m p ut ati o n al  e f ci e n c y  
b y  a p p r o xi m ati n g  s y n c h r o n y  u si n g  a  gl o b al  o pti mi z ati o n  al g o rit h m.  O u r  i m pl e m e nt ati o n 
of  t h e  r o uti n e  w hi c h  c o m p ut e s  s y n c h r o n y  of  a n  e m pi ri c al  di st ri b uti o n  o n  t h e  ci r cl e  [ 4 3] 
u s e s  eit h e r  t h e  e x a ct  m et h o d  e st a bli s h e d  i n A p p e n di x  H,  o r  a n  a p p r o xi m at e  m et h o d  u si n g  
a  b a si n- h o p pi n g  gl o b al  o pti mi z ati o n  al g o rit h m,  i m pl e m e nt e d i n t h e  P yt h o n  m o d ul e  S ci p y  
[ 4 4] b a s e d  o n  t h e  m et h o d  d e s c ri b e d  i n [ 4 6]. 

B y  u si n g  a  b a si n- h o p pi n g  gl o b al  o pti mi z ati o n  m et h o d  [ 4 6], w e  f o u n d t h at  f o r u nif o r m  
r a n d o m  d at a,  o n  a v e r a g e,  l e s s t h a n  2 5 0 0  e v al u ati o n s  of  t h e  W a s s e r st ei n- 2  di st a n c e  w e r e  
r e q ui r e d  t o f n d  a n  e sti m at e  n e a r  d o u bl e  p r e ci si o n  m a c hi n e  e p sil o n  ( m a x  e rr o r  ≈  2 .2 2 e − 1 6,  
n ot  s h o w n)  of  t h e  e x a ct  m e a s u r e  of  s y n c h r o n y  f o r e m pi ri c al  di st ri b uti o n s  c o n si sti n g  of  u p  t o 
1 0, 0 0 0  p oi nt  m a s s e s  ( Fi g.  2 B).  T hi s  r e s ult s  i n a  si g ni f c a ntl y  l o w e r s y n c h r o n y  c o m p ut e  ti m e  
t h a n  t h e  e x a ct  c al c ul ati o n,  f o r l a r g e n u m b e r s  of  p oi nt  m a s s e s  o n  t h e  ci r cl e,  a n d  a p p a r e ntl y  
s u bli n e a r  g r o wt h  wit h  t h e  n u m b e r  of  p oi nt  m a s s e s  ( Fi g.  2 A).  

6. 2  D y n a mi c s  of  S y n c h r o n y  

M a n y  a p pli c ati o n s  f o c u s o n  p o p ul ati o n s  of  i n di vi d u al s wit h  d y n a mi c s , m e a ni n g  t h at  t h e  
st at e  of  a n  i n di vi d u al m a y  c h a n g e  o v e r  ti m e.  T h e  f r st  a n d  m o st  b a si c  o b s e r v ati o n  a b o ut  
s y n c h r o n y  i n t hi s  s etti n g  i s t h at  it t o o  m a y  v a r y  o v e r  ti m e  a s  t h e  di st ri b uti o n  of  t h e  
p o p ul ati o n  a c r o s s  st at e s  c h a n g e s  d u e  t o v a ri ati o n  i n t h e  d y n a mi c s  of  i n di vi d u al s. 
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Fi g ur e  2:  ( A) Ti m e  t o c o m p ut e  s y n c hr o n y  m e as ur e  f or e m piri c al  distri b uti o ns  o n  
t h e cir cl e  wit h  n  p oi nts  usi n g  eit h er  t h e e x a ct,  pr o v a bl y  c orr e ct  al g orit h m  or  a  
b asi n- h o p pi n g  gl o b al  o pti mi z ati o n  al g orit h m.  ( B) T h e  n u m b ers  of  e v al u ati o ns  of  
t h e W ass erst ei n- 2  m etri c  b et w e e n  t h e e m piri c al  distri b uti o n  a n d  a  d elt a  distri b uti o n  
o n  t h e cir cl e.  

6. 2. 1  L o s s  of  S y n c h r o n y  D u e  t o  V a ri a bl e  P r o g r e s si o n  R a t e s  

M a n y  c o m m o n  bi ol o gi c al  e x p e ri m e nt s  d e ri v e  m e a s u r e m e nt s  f r o m p o p ul ati o n s  of  c ell s  ( e. g.,  
R N A- S e q  [ 4 7]). Oft e n  t h e  g o al  of  s u c h  e x p e ri m e nt s  i s t o m a k e  i nf e r e n c e s a b o ut  i n di vi d u al s 
wit hi n  t h e  p o p ul ati o n,  a n d  t h u s  s y n c h r o ni z ati o n  p r o c e d ur e s  a r e  r e q ui r e d  t o r e d u c e  t h e  e f e ct  
of  t h e  c o n v ol uti o n  of  st at e s  ( e. g.,  g e n e  e x p r e s si o n)  o c c u pi e d  b y  a  di st ri b uti o n  of  i n di vi d u al s 
i n a  c ell  p o p ul ati o n.  F o r  e x a m pl e,  el ut ri ati o n  b y  c e nt rif u g e  c a n  b e  u s e d  t o s y n c h r o ni z e  
a  p o p ul ati o n  of  y e a st  c ell s  i n t h ei r  c ell ul a r  di vi si o n  c y cl e  [ 4 8], o r  c ell s  c a n  b e  c h e mi c all y  
a r r e st e d  i n a  p a rti c ul a r  p h a s e  [ 4 9]. Ci r c a di a n- cl o c k  s y n c h r o n y  c a n  b e  si mil a rl y  c h e mi c all y-
i n d u c e d i n m a m m ali a n  ti s s u e  c ult u r e s  [ 5 0], a n d  n u m e r o u s  m et h o d s  e xi st  t o s y n c h r o ni z e  
Pl a s m o di u m  p a r a sit e s  i n t h eir  I E C [ 5 1]. E a c h  of  t h e s e  c a s e s  r e p r e s e nt s  a  p e ri o di c  bi ol o gi c al  
p r o c e s s,  a n d  i n e a c h  c a s e  it i s w ell  k n o w n  t h at  p o p ul ati o n  s y n c h r o n y  will  d e g r a d e  o v e r  ti m e  
d u e  t o a  v a ri et y  of  f a ct o r s i n cl u di n g a s y n c h r o n o u s  c ell ul a r  d e v el o p m e nt  [ 5 2, 5 3],  a n d / o r  
n at u r al  bi ol o gi c al  v a ri ati o n  i n i nt ri n si c p e ri o d s  [ 1 8, 5 4].  

T o  ill u st r at e a n d  q u a ntif y  t h e  l o s s of  p o p ul ati o n  s y n c h r o n y  of  s o m e  p e ri o di c  p r o c e s s e s  
d u e  t o v a ri a bilit y  i n c y cl e  p r o g r e s si o n  r at e s,  w e  m e a s u r e d  s y n c h r o n y  o v e r  ti m e  of  a  si m pl e  
m o d el  of  a  p o p ul ati o n  of  p h a s e  o s cill at o r s.  H e r e  t h e  o b s e r v e d  st at e  s p a c e  S  =  S 1  ∼=  [ 0, 1)  
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r e p r e s e nt s  c y cl e  p h a s e,  a n d  t h e  it h i n di vi d u al p a r a sit e’ s  st at e  at  ti m e  t, x i ( t), c h a n g e s  at  a  
c o n st a nt  r at e,  s o  

d x i ( t)/ dt  =  β i >  0 . 

We  e x p e ct  t h e  r at e  at  w hi c h  t h e  p o p ul ati o n  l o s e s s y n c h r o n y  will  i n c r e a s e wit h  i n c r e a si n g 
v a ri a n c e  i n c y cl e  p r o g r e s si o n  r at e s  a c r o s s  t h e  p o p ul ati o n.  Fi g.  3( A)  s h o w s  t h e  d y n a mi c s  of  
s y n c h r o n y  l o s s of  a  p o p ul ati o n  of  1 0, 0 0 0  o s cill at o r s  w h o s e  p h a s e  v el o citi e s  a r e  d r a w n  f r o m 
a  l o g-l o gi sti c di st ri b uti o n,  

β i ∼  L L( x ; µ,  σ ), 

f o r t h r e e  c h oi c e s  of  s c al e  p a r a m et e r  σ  i n t h e  d e n sit y  f u n cti o n 

e x p( z )
L L( x ; µ,  σ )  =  , z : = (l n(x ) −  µ )/ σ,  

σ x ( 1 +  e x p( z )) 2  

w h e r e  µ  =  l n(π σ /  si n( π σ )). T h e  c h oi c e s  of  µ  a n d  σ  e nf o r c e  t h at  t h e  e x p e ct e d  p e ri o d  l e ngt hp
i s al w a y s  1  ( c y cl e),  a n d  t h e  e x a ct  c o e f ci e nt  of  v a ri ati o n  ( C o V,  t a n( π σ )/ (π σ ) −  1)  of  
t h e  p h a s e- v el o cit y  di st ri b uti o n  i s eit h e r  0. 1,  0. 2,  o r  0. 5  ( c o r r e s p o n di n g  t o σ  ≈  . 0 5 4 8 0 5, 
0. 1 0 7 7 0 9,  a n d  0. 2 4 1 6 9 5  r e s p e cti v el y).  E a c h  p o p ul ati o n  w a s  i niti all y p e rf e ctl y  s y n c h r o ni z e d  
i n p h a s e  0.  

Alt h o u g h  all  p o p ul ati o n s  c o n v e r g e  t o w a r d s  a  st e a d y- st at e  u nif o r m  di st ri b uti o n,  t h e  r at e  
of  c o n v e r g e n c e  i n c r e a s e s wit h  g r e at e r  c y cl e  p e ri o d  v a ri a bilit y,  a s  e x p e ct e d.  F o r  e x a m pl e,  
wit h  a  p o p ul ati o n  of  p h a s e  o s cill at o r s  w h o s e  v el o citi e s  e x hi bit  a  c o e f ci e nt  of  v a ri ati o n  of  
1 0 %  of  t h e  a v e r a g e  p e ri o d  l e n gt h, s y n c h r o n y  h a s  d r o p p e d  f r o m 1  t o a p p r o xi m at el y  0. 5  aft e r  
1. 5  c y cl e s.  O n  t h e  ot h e r  h a n d,  gi v e n  a  l a r g e r v a ri a bilit y  i n c y cl e  p r o g r e s si o n  r at e s  ( C o V  
0. 5),  b y  1. 5  c y cl e s  t h e  p o p ul ati o n  i s e s s e nti all y  u nif o r ml y  di st ri b ut e d  ( Fi g.  3 A).  

Of  c o u r s e,  if β i =  β  i s c o n st a nt  a c r o s s  t h e  p o p ul ati o n,  s y n c h r o n y  will  n ot  c h a n g e  i n 
ti m e:  t h e  b a r y c e nt e r  of  t h e  i niti al p o p ul ati o n  will  si m pl y  p r o g r e s s  at  t h e  s a m e  r at e  β , 
a n d  i n t hi s  r ot ati n g  r ef e r e n c e  f r a m e, t h e  di st ri b uti o n  will  n ot  c h a n g e.  I n Fi g.  3( B),  t h r e e  
p o p ul ati o n s  of  p h a s e  o s cill at o r s  wit h  di f e r e nt  a m o u nt s  of  i niti al s y n c h r o n y  w e r e  p r o d u c e d  
b y  s a m pli n g  i niti al p h a s e s  f r o m t h e  m e a n- 0  n o r m al  di st ri b uti o n  wit h  d e n sit y  

√  
N (x ; σ ) =  e x p( − x  2 / ( 2 σ ))/ (σ  2 π ), 

a n d  w r a p pi n g  t o t h e  u nit  i nt e r v al b y  r e d u ci n g  s a m pl e s  m o d ul o- 1.  E a c h  i n di vi d u al p r o -
g r e s s e d  t h r o u g h  it s c y cl e  p h a s e s  at  t h e  s a m e  r at e,  r e s ulti n g  i n c o n st a nt  s y n c h r o n y  o v e r  
ti m e.  N ot e  t h at  a  p o p ul ati o n’ s  ( c o n st a nt)  s y n c h r o n y  d e c r e a s e s  wit h  i n c r e a si n g i niti al p h a s e  
v a ri a n c e,  σ , c h o s e n  i n Fi g.  3( B)  t o b e  eit h e r  0. 0 5,  0. 1,  o r  0. 2.  F o r  σ  = 0 .0 5,  s y n c h r o n y  i s 
o v e r  0. 8,  i n di c ati v e of  t h e  a  hi g hl y  c o n c e nt r at e d  p o p ul ati o n,  w hil e  f o r σ  = 0 .2  t h e  di st ri -
b uti o n  h a s  s y n c h r o n y  l e s s t h a n  0. 4,  r e f e cti n g  t h e  l a r g e v a ri a n c e  of  t h e  b r o a d  di st ri b uti o n  
o v e r  c y cl e  p h a s e s.  
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Fi g ur e  3:  ( A) P h as e  distri b uti o ns  of  a  p o p ul ati o n  of  1 0, 0 0 0  os cill at ors  (t o p r o w) 
wit h  i n di vi d u als h a vi n g  di f er e nt  p h as e  v el o citi es  at  ti m e t = 0. 5 (l eft) a n d  t = 2. 5 
(ri g ht), a n d  t h eir s y n c hr o n y  o v er  ti m e ( b ott o m r o w). I niti al p h as es  w er e  s et t o 0  
f or all  i n di vi d u als. P h as e  v el o citi es  w er e  dr a w n  fr o m l o g-l o gisti c distri b uti o ns  wit h  
c o e f ci e nts  of  v ari ati o n  ( C o V) eit h er  0. 1,  0. 2,  or  0. 5.  ( B) P h as e  distri b uti o ns  of  a  
p o p ul ati o n  of  1 0, 0 0 0  os cill at ors  (t o p r o w) wit h  c o nst a nt  ( 1) p h as e  v el o cit y  at  ti m e 
t = 0. 3 (l eft) a n d  t = 2. 7 (ri g ht), a n d  t h eir s y n c hr o n y  o v er  ti m e ( b ott o m r o w). I niti al 
p h as es  w er e  dr a w n  fr o m n or m al  distri b uti o ns  wit h  v ari a n c es,  σ  eit h er  0. 0 5,  0. 1,  or  
0. 2  wr a p p e d  t o t h e i nt er v al [ 0, 1). 

6. 2. 2  T h e  I m p a c t  of  R e pli c a ti o n  o n  P o p ul a ti o n  S y n c h r o n y  

F or  c ell  di vi si o n  c y cl e s  a n d  Pl a m o di u m  I E C s, t h e  p o p ul ati o n  si z e  a n d  di st ri b uti o n  a c r o s s  
st at e s  a r e  c h a n gi n g  o v e r  ti m e  d u e  t o r e pli c ati o n.  I n t h e  l att e r c a s e,  r e pli c ati o n  o c c u r s  at  
a  p a rti c ul a r  p h a s e  of  d e v el o p m e nt  a n d  s c hi z o g o n y  r e s ult s  i n a n y w h e r e  b et w e e n  2  t o 3 2  
d a u g ht e r  p a r a sit e s  [ 5 5]. It h a s  b e e n  s u g g e st e d  t h at  r e pli c ati o n  i n d u c e s a  bi a s e d  a s s e s s m e nt  
of  p o p ul ati o n  s y n c h r o n y,  u si n g  mi c r o s c o p y  m e a s u r e m e nt s  t h at  i d e ntif y c ell ul a r  st at e  b y  
m o r p h ol o gi c al  c h a r a ct e ri sti c s  ( s o- c all e d  st a g e  p e r c e nt a g e  c u r v e s ) [ 5 6]. We  cl a rif y  t hi s  o b -
s e r v ati o n  t h r o u g h  a  r e a n al y si s  of  t h e  h e uri sti c  m o d el  p ut  f o r w a r d i n [ 5 6], u si n g  t h e  ri g o r o u s  
d e f niti o n  of  p o p ul ati o n  s y n c h r o n y  p r e s e nt e d  h e r e.  

C o n si d e r  a  p o p ul ati o n  of  m al a ri a  p a r a sit e s  p r o g r e s si n g  t h r o u g h  t h e  I E C, e n c o d e d  a s  
a  ti m e- d e p e n d e nt  l e n gt h- 4 v e ct o r  x , w h o s e  i nt e g r al c o m p o n e nt s  c o u nt  t h e  n u m b e r  of  p a r -
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Fi g ur e  4:  S y n c hr o n y  o v er  ti m e of  a  h e uristi c  dis cr et e-ti m e  m o d el  of  a  r e pli c ati n g 
p o p ul ati o n  of  Pl a s m o di u m  p ar asit es  i n a  u nif or m  dis cr et e  cir c ul ar  s p a c e  c o nsisti n g  
of  4  st at es  ( 0 = e arl y ri n g, 1 =l at e  ri n g, 2 =tr o p h o z oit e,  a n d  3 =s c hi z o nt).  P ar asit es  
ar e  ass u m e d  t o pr o gr ess  at  a  c o nst a nt  r at e fr o m st a g e i t o st a g e i +  1  ( m o d 4)  
a n d  r e pli c at e wit h  t h e gi v e n  r e pr o d u cti o n  r at e u p o n  l e a vi n g st a g e 3  (s c hi z o nt) a n d  
e nt eri n g  st a g e 0  ( e arl y ri n g). Als o  s h o w n  is t h e st a g e 0  p er c e nt a g e  c ur v e  f or t hr e e 
di f er e nt  c h oi c es  of  r e pr o d u cti o n r at es (s  = 2 , 4 , a n d  1 2).  

a sit e s  i n e a c h  of  f o u r di sti n ct  st a g e s  ( e a rl y  ri n g,  l at e ri n g,  t r o p h o z oit e,  a n d  s c hi z o nt).  If 
w e  a s s u m e  n o  v a ri a bilit y  i n t h e  p r o g r e s si o n  r at e s  of  t h e  p a r a sit e s,  t hi s  p o p ul ati o n  c a n  b e  
m o d el e d  b y  

x (t + 1)  =  x (t) 

  



  

0  1  0  0  
0  0  1  0  
0  0  0  1  
s  0  0  0  

  



 , ( 6. 1)  

w h e r e  s  ≥  1  i s t h e  r e p r o d u cti o n  r at e  at  t h e  s c hi z o nt-t o- e a rl y  ri n g  t r a n siti o n  [ 5 6]. I n t hi s  
s etti n g  t h e  p o p ul ati o n  di st ri b uti o n  at  ti m e  t i s t h e n  

π (t)  =  x (t)/ N (t), 

w h e r e  N (t) i s t h e  t ot al  si z e  of  t h e  p o p ul ati o n  at  ti m e  t, s o  t h at  t h e  c o o r di n at e s  of  π (t) 
m e a s u r e  t h e  f r a cti o n of  p a r a sit e s  i n e a c h  st a g e,  w hi c h  i s t h e  m e a s u r e m e nt  oft e n  m a d e  i n 
t hi s  c o nt e xt.  

W h e n  s  =  1,  t h e  p o p ul ati o n  d o e s  n ot  e x p e ri e n c e  r e pli c ati o n.  I n st e a d x (t +  1)[ i]  = 
x (t)[i −  1]  ( w h e r e  i n di c e s a r e  t a k e n  m o d ul o  4).  T h e  r e s ult  i s a  c y cli c  s hift  of  t h e  m a s s e s  i n 
e a c h  st at e  at  e a c h  ti m e  st e p,  w hi c h  yi el d s  a  c o n st a nt  d e g r e e  of  s y n c hr o n y  o v e r  ti m e.  H o w -
e v e r,  if s  >  1,  e v e n  a n  i niti all y u nif o r ml y  di st ri b ut e d  ( m a xi m all y  a s y n c h r o n o u s)  p o p ul ati o n  
(i. e., π ( 0)  =  [ 1/ 4 , 1 / 4 , 1 / 4 , 1 / 4])  will  s h o w  p e ri o di c  f u ct u ati o n s  i n t h e  st a g e  p e r c e nt a g e  
c u r v e s  d u e  t o r e pli c ati o n,  a n d  t h e  e xt e nt  of  t h e  f u ct u ati o n  will  d e p e n d  o n  t h e  si z e  of  t h e  
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r e p r o d u cti o n  r at e.  T hi s  p h e n o m e n o n  i s n at u r all y  r e f e ct e d  b y  o u r  m e a s u r e  of  p o p ul ati o n  
s y n c h r o n y.  Fi g.  4  r e p o rt s  t h e  p o p ul ati o n  s y n c h r o n y  i n t h e  u nif o r m  di s c r et e  ci r c ul a r  st at e  
s p a c e  ( d e f n e d  i n E x a m pl e  4)  of  a  p o p ul ati o n  of  p a r a sit e s  i niti all y u nif o r ml y  di st ri b ut e d  
a n d  m o vi n g  at  a  c o n st a nt  r at e  a c r o s s  4  m o r p h ol o gi c al  st a g e s,  a c c o r di n g  t o E q.  ( 6. 1).  Fi g.  4  
al s o  s h o w s  t h e  p e r c e nt a g e  of  p a r a sit e s  i n st a g e  0  ( e a rl y  ri n g),  w hi c h  t o o  f u ct u at e s  p e -
ri o di c all y  o v e r  ti m e.  T h e  r e a s o n  t h at  t h e  p o p ul ati o n  i s b e c o mi n g  p e ri o di c all y  m o r e  a n d  
l e s s s y n c h r o n o u s  i n ti m e  i s b e c a u s e  t h e  p o p ul ati o n’ s  di st ri b uti o n  o v e r  m o r p h ol o gi c al  st a g e s  
c h a n g e s  p e ri o di c all y  o v e r  ti m e.  We  n ot e,  a s  w a s  o b s e r v e d  i n [ 5 6], t h at  t h e  m a xi m u m  p e r -
c e nt a g e  of  p a r a sit e s  i n t h e  e a rl y  ri n g  st a g e  o v e r  o n e  p e ri o d  g r o w s  wit h  t h e  r e p r o d u cti o n  
r at e,  s . T hi s  i s e x p e ct e d  si n c e  t h e  p o p ul ati o n  c a n  b e c o m e  a r bit r a ril y  hi g hl y  c o n c e nt r at e d  
i n t h e  fr st  st a g e  f oll o wi n g r e pli c ati o n  wit h  a  s u f ci e ntl y  l a r g e c h oi c e  of  r e p r o d u cti o n  r at e.  

T h u s  r e pli c ati o n  n e e d  n ot  r e s ult  i n a n  o v e r e sti m at e  of  s y n c h r o n y  if d e f n e d  a s  a  m e a s u r e  
of  h o w  w ell  a  p o p ul ati o n  i s ali g n e d  i n s o m e  st at e  s p a c e  at  e a c h  m o m e nt  i n ti m e.  I n st e a d, 
r e pli c ati o n  i n d u c e s d y n a mi c  c h a n g e s  i n p o p ul ati o n  s y n c h r o n y – e v e n  i n a  p o p ul ati o n  wit h  
z e r o  v a ri a bilit y  i n it s p h a s e  v el o citi e s.  

6. 2. 3  B o u n d a r y  E f e c t s  D u e  t o  Di s c r e t e  O b s e r v a ti o n s  

T h e  e x a m pl e s  i n S e cti o n s  6. 2. 1  a n d  6. 2. 2  r e mi n d  u s  t h at  s y n c h r o n y,  if m e a s u r e d  at  o nl y  
o n e  ti m e  p oi nt,  m a y  b e  i n s u f ci e nt t o c h a r a ct e ri z e  s y n c h r o n y  a s  it e v ol v e s  o v e r  ti m e.  I n 
t hi s  s e cti o n,  w e  ill u st r at e h o w  m e a s u r e m e nt  li mit ati o n s c a n  al s o  a f e ct  t h e  a c c u r a c y  of  
e sti m ati n g  p o p ul ati o n  s y n c h r o n y,  e s p e ci all y  w h e n  li miti n g m e a s u r e m e nt s  t o a  si n gl e  ti m e  
p oi nt.  

I n t h e  c a s e  of  Pl a s m o di u m  p a r a sit e s,  t h e  d e v el o p m e nt al  p h a s e  i s u s u all y  a p p r o xi m at e d  
b y  a n  a s si g n m e nt  of  m o r p h ol o gi c al  st a g e.  We  r e g a r d  t hi s  a s  a  di s c r eti z ati o n  of  t h e  c o nti n -
u o u s  ci r cl e  ( w h o s e  st at e s  a r e  p h a s e s  m e a s u ri n g  t h e  f r a cti o n of  t h e  c y cl e  l e n gt h t r a v e r s e d)  
i nt o di sj oi nt  a r c s  o v e r  w hi c h  o b s e r v e d  m o r p h ol o g y  i s i n v a ri a nt ( s e e  E x a m pl e  5).  U nli k e  
r e pli c ati o n,  t h e  l o s s of  i nf o r m ati o n c a u s e d  b y  di s c r eti z ati o n  c a n  i nt r o d u c e s u b st a nti al  bi a s  
i nt o t h e  o b s e r v e d  p r o g r e s si o n  of  s y n c h r o n y,  wit h  s y n c h r o n y  p e ri o di c all y  o v e r- a n d  u n d e r -
e sti m at e d.  S p e ci f c all y,  s p u ri o u s  o s cill ati o n s  i n s y n c h r o n y  c a n  b e  o b s e r v e d  a s  p o p ul ati o n  
di st ri b uti o n s  t r a v e r s e  s h a r p  st a g e  b o u n d a ri e s  ( Fi g.  5).  

S u p p o s e  a  p o p ul ati o n  i s di st ri b ut e d  a c c o r di n g  t o π (t) a s  a  f u n cti o n of  ti m e  i n t h e  t r u e  
st at e  s p a c e  M , w h e r e  M  i s t h e  ci r cl e  p a r a m et e ri z e d  b y  [ 0, 1),  a n d  π (t) i s t h e  u nif o r m  di s -
t ri b uti o n  o v e r  t h e  i nt e r v al [t, t + 1 / 8]  (t a k e n  m o d ul o  1).  U n d e r  t hi s  a s s u m pti o n,  s y n c h r o n y  
i s c o n st a nt  i n ti m e,  F  (π (t)) =  9 5 / 9 6  f o r all  t. 

H o w e v e r,  s u p p o s e  t h at  t h e r e  a r e  o nl y  4  o b s e r v a bl e  st at e s  e q u all y  di vi di n g  t h e  ci r cl e,  s o  
t h at  e v e nt s  a r e  cl a s si f e d  a c c o r di n g  t o t h e  st at e  s p a c e  X  =  { 0 , 1 , 2 , 3 }  a s  i n S e cti o n  6. 2. 2.  
If st at e  i c o r r e s p o n d s  t o t h e  a r c  [i /4 , (i +  1) / 4) , i = 0 , . . . , 3,  t h e  o b s e r v e d  p o p ul ati o n  
di st ri b uti o n  π X  ( t)  will  t h e n  c o n si st  of  eit h e r  a  si n gl e  st at e  i, w h e n e v e r  [t, t + 1 / 8]  ⊂  [i /4 , (i +  
1) / 4),  l e a di n g t o F  (π  ′ )  =  1,  o r  a  p o p ul ati o n  s plit  b et w e e n  t w o  st at e s  w h e n e v e r  i /4  ∈  
(t, t + 1 / 8)  m o d ul o  1.  B y  s y m m et r y,  t h e  s m all e st  o b s e r v e d  s y n c h r o n y  will  o c c u r  w h e n  
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Fi g ur e  5:  P eri o di c  s y n c hr o n y  d u e  t o t h e dis cr eti z ati o n  of  S 1  . P a n els  ( A) a n d  ( B) 
r e pr es e nt t w o o bs er v ati o ns  of  t h e s a m e p o p ul ati o n  s e p ar at e d  b y  s o m e p eri o d  of  ti m e. 
T h e  s h a p e of  t h e distri b uti o n  of  i n di vi d u als π (t) r e m ai ns u n c h a n g e d,  s o i n r e alit y, t h e 
p o p ul ati o n  h as  c o nst a nt  s y n c hr o n y.  H o w e v er,  if t h e u n d erl yi n g  c o nti n u o us  s p a c e  is 
dis cr eti z e d  i nt o i nt er v als, t h e n p erf e ct  s y n c hr o n y  ( all i n di vi d u als at  st at e 0)  i n p a n el  
( A) d e c a ys  i n p a n el  ( B) ( h alf t h e i n di vi d u als i n st at e 0  a n d  t h e ot h er  h alf  i n st at e 1).  
P a n el  ( C): T his  a p p ar e nt  c h a n g e  fr o m p erf e ct  s y n c hr o n y  t o s u bst a nti al  as y n c hr o n y  
r e p e ats p eri o di c all y  o v er  ti m e. H er e,  t h e d ott e d  li n es r e pr es e nt m o m e nts  w h er e  π (t) 
is e q ui dist a nt  a cr oss  a  b o u n d ar y.  

t h e  p o p ul ati o n  i s e v e nl y  s plit  a c r o s s  t h e  b o u n d a r y  of  t w o  di s c r et e  st at e s,  r e s ulti n g  i n a n√  
o b s e r v e d  s y n c h r o n y  of  1  −  1 /  3 . T h e  s y n c h r o n y  m e a s u r e  F  (π  ′ ( t))  i s gi v e n  s c h e m ati c all y  
i n Fi g.  5,  s h o wi n g  t h e  li n e a r e x c u r si o n s  f r o m p e rf e ct  s y n c h r o n y  a s  t h e  t r u e  p o p ul ati o n  
t r a v e r s e s  di s c r et e  st at e  b o u n d a ri e s.  I n ot h e r  w o r d s,  t h e  o b s e r v e d  di st ri b uti o n  a p p e a r s  t o 
b e  ( p e ri o di c all y)  p e rf e ctl y  s y n c h r o ni z e d  i n S , e v e n  t h o u g h  t h e  u n o b s e r v e d  t r u e  di st ri b uti o n  
i s n eit h e r  p e rf e ctl y  s y n c h r o ni z e d  n o r  d y n a mi c  i n M . 

T o  f u rt h e r ill u st r at e t h e  e f e ct  of  di s c r eti z ati o n  of  a  st at e  s p a c e,  w e  p e rf o r m e d  a  r e a n al -
y si s  of  a  p h a s e  o s cill at o r  m o d el — o ri gi n all y  r e p o rt e d  i n [ 1 8] a n d  d e s c ri b e d  i n S e cti o n  6. 2. 1 —  
a n d  e x p e ri m e nt all y- m e a s u r e d  ti m e  s e ri e s  st a g e  p e r c e nt a g e  c u r v e s  f o r s e v e r al  st r ai n s  of  P.  
f al ci p a r u m. We  c o m p ut e d  s y n c h r o n y  f o r e a c h  m o d el  p h a s e  o s cill at o r  p o p ul ati o n,  t h o u g ht  
of  a s  ti m e- e v ol vi n g  e m pi ri c al  di st ri b uti o n s  o n  t h e  ci r cl e.  We  al s o  c o m p ut e d  s y n c h r o n y  f o r 
t h e  e x p e ri m e nt all y- m e a s u r e d  a n d  t h e  m o d el- p r e di ct e d  st a g e  p e r c e nt a g e  c u r v e s  u si n g  f nit e  
ci r c ul a r  st at e  s p a c e s,  wit h  4  st at e s  d et e r mi n e d  b y  t h e  st r ai n- s p e ci f c  st a g e  t h r e s h ol d  p h a s e s  
r e p o rt e d  i n [ 1 8]. F o r  c o m pl et e n e s s  t h e s e  t h r e s h ol d s  a r e  p r o vi d e d  i n T a bl e  J. 1  i n A p p e n di x  
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J.  T h e  di st a n c e s  b et w e e n  st at e s  w e r e  t a k e n  t o b e  t h e  a r c  l e n gt h s b et w e e n  t h e  mi d p oi nt s  of  
t h e  m o d el-i nf e r r e d  st a g e  i nt e r v al s a s  d e f n e d  i n E x a m pl e  5.  

T h e  c a rt o o n  e x a m pl e  i n Fi g.  5,  s u g g e st s  t h at  s y n c h r o n y  m e a s u r e d  i n t h e  o b s e r v a bl e  
f nit e  st at e  s p a c e  e x hi bit s  q u alit ati v el y  di f e r e nt  d y n a mi c s  t h a n  s y n c h r o n y  m e a s u r e d  i n 
t h e  t r u e  u n d e rl yi n g  st at e  s p a c e.  I n Fi g.  6  w e  o b s e r v e  s y n c h r o n y  s m o ot hl y  d e g r a di n g  i n 
ti m e  i n t h e  p h a s e  o s cill at o r  m o d el  ( d u e  t o n o n- z e r o  v a ri a n c e  i n p h a s e  v el o citi e s  a c r o s s  t h e  
p o p ul ati o n,  a s  i n Fi g.  3( A)).  H o w e v e r,  t h e  di s c r eti z ati o n  of  t h e  ci r cl e  i nt o m o r p h ol o gi c al  
st a g e s  i n d u c e s r a pi d  d e c r e a s e s  a n d  i n c r e a s e s i n s y n c h r o n y  a s  t h e  p o p ul ati o n’ s  di st ri b uti o n  i n 
p h a s e  s p a c e  c r o s s e s  st a g e  t h r e s h ol d s.  T h u s,  a  si n gl e  m e a s u r e m e nt  of  p o p ul ati o n  s y n c h r o n y  
i n t h e  c o a r s e  3- st a g e  di s c r eti z ati o n  of  t h e  c o nti n u o u s  p h a s e  s p a c e  d r a m ati c all y  mi s r e p r e s e nt s  
t h e  d e g r e e  of  s y n c h r o n y  of  t h e  p o p ul ati o n  i n t h e  l att e r. I n Fi g.  6  w e  o b s e r v e d  e x a m pl e s  
w h e r e  t h e  f o r m e r st at e  s p a c e  r e p o rt s  a  m u c h  l o w e r d e g r e e  of  s y n c h r o n y  t h a n  t h e  l att e r at  
m a n y  ti m e  p oi nt s  ( e. g.,  H B 3  at  4 5  h o u r s),  a n d  m a r gi n all y  hi g h e r  s y n c h r o n y  at  ot h e r s  ( e. g.,  
F V O  at  6 0  h o u r s).  

Fi g ur e  6:  M e as ur es  of  s y n c hr o n y  o v er  ti m e of  si m ul at e d  a n d  e x p eri m e nt all y- o bs er v e d  
p o p ul ati o ns  of  P.  f al ci p a r u m p ar asit es,  r e p ort e d i n [ 1 8]. M o d el e d  p ar asit e  p o p ul a -
ti o ns c o nsist  of  1 0 0 0 0  p h as e  os cill at ors  t h at pr o gr ess  t hr o u g h p h as es  of  t h e cir cl e,  
[ 0, 1), at  r a n d o ml y s el e ct e d  p h as e  v el o citi es.  T h e  cir cl e  is als o  dis cr eti z e d  i nt o m or -
p h ol o gi c al  st a g es  b y  str ai n-s p e ci f c  st a g e-tr a nsiti o n  t hr es h ol ds, i n di c at e d b y  bl a c k  
d as h e d  li n es. Str ai n-s p e ci f c  c y cl e  p eri o ds  ar e  i n di c at e d b y  r e d d as h e d  li n es. Str ai n-
s p e ci f c  st a g e tr a nsiti o n t hr es h ol ds ar e  pr o vi d e d  i n A p p e n di x  J.  
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D e s pit e  t h e  s p u ri o u s  e f e ct s  of  di s c r eti z ati o n  of  t h e  st at e  s p a c e  i n t h e  d at a  r e p o rt e d  
i n Fi g.  6,  t h e  m a xi m u m  o b s e r v e d  s y n c h r o ni e s  i n t h e  di s c r et e  ci r c ul a r  s p a c e s  q u alit ati v el y  
t r a c k  t h e  d e g r a d ati o n  of  s y n c h r o n y  i n p h a s e  s p a c e  o v e r  ti m e  c a u s e d  b y  v a ri a bl e  p a r a sit e  
I E C p r o g r e s si o n  r at e s.  

A n y  s p u ri o u s  d y n a mi c s  i n d u c e d b y  t h e  di s c r et e  n at u r e  of  m e a s u r e m e nt s  m a y  b e  u n -
a v oi d a bl e  ( a n d  u n d et e ct a bl e)  i n p r a cti c e.  T h at  s ai d,  b y  r e f ni n g  t h e  di s c r eti z ati o n  of  a  
t r u e  st at e  s p a c e,  t h e  e f e ct  m a y  b e  g r e atl y  a m eli o r at e d.  T o  d e m o n st r at e  t hi s,  w e  r e f n e d  
t h e  t h r e e  Pl a s m o di u m  st a g e s  m o d el e d  i n Fi g.  6,  b y  s u b di vi di n g  e a c h  of  t h e  st a g e s’  c o r r e -
s p o n di n g  p h a s e-i nt e r v al s  i nt o 2  o r  3  e q u al  l e n gt h bi n s.  T hi s  yi el d e d  st at e  s p a c e s  c o n si sti n g  
of  eit h e r  6  o r  9  t ot al  st a g e s,  w hi c h  c o ul d  b e  r e g a r d e d  a s  f urt h e r c at e g o ri zi n g  e a c h  m o r -
p h ol o gi c al  st a g e  i nt o e a rl y  a n d  l at e, o r  e a rl y,  mi d dl e  a n d  l at e ( s u b) st a g e s.  T h e  i nt e r- st at e 
di st a n c e  m at ri c e s  f o r t h e s e  st at e  s p a c e s  a r e  p r o vi d e d  i n A p p e n di x  J.  S y n c h r o n y  w a s  t h e n  
c o m p ut e d  f o r t h e s e  (l a r g e r)  di s c r et e  st at e  s p a c e s  o v e r  ti m e,  a s  s h o w n  i n Fi g.  7.  F o r  e a c h  
st r ai n,  t h e r e  i s a  r e d u cti o n  i n t h e  m a xi m u m  d e vi ati o n s  b et w e e n  s y n c h r o n y  m e a s u r e d  i n t h e  
c o nti n u o u s  p h a s e  s p a c e  a n d  t h e  6- st a g e  s p a c e  w h e n  c o m p a r e d  wit h  t h e  d e vi ati o n  b et w e e n  
t h e  p h a s e- s y n c h r o n y  a n d  s y n c h r o n y  m e a s u r e d  i n t h e  c o a r s e r  3- st a g e  s p a c e.  T hi s  d e vi ati o n  
i s f u rt h e r r e d u c e d  f o r t h e  r e f n e d  di s c r eti z ati o n s  of  t h e  ci r cl e  i nt o 9  st a g e s.  

T h e s e  o b s e r v ati o n s  r e f e ct  t h e  c o nt e nt  of  a  s p e ci al  c a s e  of  P r o p o siti o n  4.  I n t hi s  s etti n g,  
M  =  S 1  ∼=  [ 0, 1),  w hi c h  i s di vi d e d  i nt o di sj oi nt  a r c s,  [a i , ai+ 1 ),  r e p r e s e nti n g  o b s e r v a bl e  
st a g e s  ( a s  i n E x a m pl e  5)  w h o s e  di st a n c e s  a r e  d et e r mi n e d  b y  t h e  a r cl e n gt h  b et w e e n  mi d -
p oi nt s  of  a r c s.  E q ui v al e ntl y,  all  p h a s e s  i n t h e  a r c  [a i , ai+ 1 )  a r e  a s si g n e d  t o t h e  mi d p oi nt  
x i , b y  g  : M  →  X , w h e r e  X  =  { x 1 , . . . , xk }  (f o r  k  = 3 , 6  o r  9)  i s a  di s c r eti z ati o n  of  M . 
A s  k  i n c r e a s e s, t h e  m a xi m u m  di st a n c e  f r o m a n y  t r u e  st at e,  x , t o it s o b s e r v e d  st at e,  g (x ), 
i s r e d u c e d,  l e a di n g t o a  g e n e r all y  b ett e r  a p p r o xi m ati o n  of  s y n c h r o n y  i n t h e  m o r e  r e f n e d  
o b s e r v e d  s p a c e s,  a s  s u g g e st e d  b y  P r o p o siti o n  4.  

7  Di s c u s si o n  

T his  p a p e r  i nt r o d u c e s a  g e n e r al  q u a nti f c ati o n  of  s y n c h r o n y  t h at  c a pt u r e s  t h e  d e g r e e  t o 
w hi c h  a  p o p ul ati o n  i s s y n c h r o ni z e d  i n a  c h o s e n  st at e  s p a c e,  w hi c h  i s r e q ui r e d  t o b e  a  
c o m p a ct  m et ri c  s p a c e.  T hi s  r e st ri cti o n  e n s u r e s  s y n c h r o n y  i s w ell- d e f n e d  a n d  si m pli f e s  
s o m e  of  t h e  m at h e m ati c al  a n al y si s,  w hil e  e n s u ri n g  t h e  r e s ult s  a r e  g e n e r al  e n o u g h  t o a p pl y  
b r o a dl y  t o m a n y  e x p e ri m e nt al  s etti n g s  a n d  m e a s u r e m e nt  t y p e s.  

T hi s  w o r k  e st a bli s h e s  n u m e r o u s  d e si r a bl e  m at h e m ati c al  p r o p e rti e s  of  s y n c h r o n y,  i n-
cl u di n g  it s i n s e n siti vit y t o m e a s u r e m e nt  n oi s e,  i n v a ri a n c e t o s c ali n g  of  t h e  u n d e rl yi n g  st at e  
s p a c e,  a n d  it s a p p r o xi m a bilit y  w h e n  t h e  t r u e  st at e  s p a c e  i s n ot  e nti r el y  a c c e s si bl e  b ut  i s 
r at h e r  r e p r e s e nt e d  b y  o nl y  a  s u b s et  of  o b s e r v a bl e  st at e s.  

T hi s  f n al  p r o p e rt y  hi g hli g ht s  t h e  s y n c h r o n y  m e a s u r e’ s  d e p e n d e n c e  o n  a  c h oi c e  of  st at e  
s p a c e,  w hi c h  m a y  b e  di ct at e d  b y  w h at  i s m e a s u r a bl e  i n a  gi v e n  e x p e ri m e nt al  c o nt e xt.  We  
h a v e  s h o w n  t h r o u g h  e x a m pl e s  h o w  di s c r eti z ati o n  of  a  c o nti n u o u s  st at e  s p a c e  c a n  i nt r o d u c e 
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Fi g ur e  7:  M e as ur es  of  s y n c hr o n y  o v er  ti m e of  si m ul at e d  p o p ul ati o ns  of  P.  f al ci-
p a r u m  p ar asit es.  M o d el e d  p ar asit e  p o p ul ati o ns  c o nsist  of  1 0 0 0 0  p h as e  os cill at ors  
t h at pr o gr ess  t hr o u g h p h as es  of  t h e cir cl e,  [ 0, 1), at  r a n d o ml y s el e ct e d  p h as e  v el o ci -
ti es. T h e  cir cl e  is dis cr et ei z e d  i nt o 3,  6,  or  9  m or p h ol o gi c al  st a g es  b y  str ai n-s p e ci f c  
st a g e tr a nsiti o n t hr es h ol ds. Str ai n-s p e ci f c  st a g e tr a nsiti o n t hr es h ol ds or  i nt er-st a g e 
dist a n c es  f or t h es e dis cr et e  cir c ul ar  s p a c es  ar e  pr o vi d e d  i n A p p e n di x  J.  

err o r  i n t h e  m e a s ur e  of  s y n c h r o n y;  h o w e v e r,  w e  h a v e  al s o  s h o w n  t h at  t hi s  e r r o r  m a y  b e  
b o u n d e d  b y  h o w  w ell  t h e  o b s e r v a bl e  st at e s  a p p r o xi m at e  t h e  u n d e rl yi n g  s p a c e  ( P r o p o siti o n  
4).  We  s h o w c a s e d  t hi s  p r o c e s s  t h r o u g h  a  r e a n al y si s  of  a  m o d el  of  t h e  di s c r et e  P.  f al ci p a r u m 
st a g e s  m e a s u r e d  i n [ 1 8]. Alt h o u g h  s u c h  a  h y p ot h eti c al  r e f n e m e nt  of  m o r p h ol o gi c al  st a g e s  
i s n ot  t y pi c al  i n st u di e s  i n v ol vi n g Pl a s m o di u m , tr ai n e d  mi c r o s c o pi st s  a r e  a bl e  t o di sti n g ui s h  
b et w e e n  s u b st a g e s  of  e a rl y  t r o p h o z oit e  st a g e  i n P.  vi v a x , a s  w a s  d o n e  i n [ 1 7]. 

P o p ul ati o n  a s y n c h r o n y  i s r el at e d  t o t h e  ( n o r m ali z e d)  mi ni m u m  di st a n c e  b et w e e n  a  
p o p ul ati o n  di st ri b uti o n  a n d  a n y  p e rf e ctl y  s y n c h r o ni z e d  p o p ul ati o n  i n a  st at e  s p a c e,  w h e r e  
di st a n c e  i s m e a s u r e d  b y  t h e  W a s s e r st ei n- 2  di st a n c e  b et w e e n  di st ri b uti o n s  f r o m O pti m al  
Tr a n s p o rt  [ 3 2]. N o r m ali z ati o n  r e q ui r e s  f n di n g  a  di st ri b uti o n  w hi c h  i s f u rt h e st f r o m a n y  
d elt a  di st ri b uti o n.  T hi s  p r o bl e m  of  m a xi mi zi n g  t h e  W a s s e r st ei n- p  di st a n c e  t o a  gi v e n  
di st ri b uti o n,  a n d  t h e  t e c h ni q u e s  a n d  a p pli c ati o n s  p r e s e nt e d  h e r e,  m a y  b e  of  i nt e r e st t o 
O pti m al  Tr a n s p o rt  r e s e a r c h e r s.  

P r o p o siti o n  4  i s r el at e d  t o a  l a r g e b o d y  of  m at h e m ati c al  w o r k  c o n c e r ni n g  q u a nti z ati o n  

2 4  

3 D 7 D 6 F V O 

1. 0 1. 0 
0. 9 

>, 
C: 0. 8 e o. s 0. 8 
,:: 

0. 7 u 
C: 

J. 0. 6 0. 6 0. 6 

C: 0. 5 
0 

0. 4 
0. 4 

0. 4 
" 3 
C. 0. 3 

0. 2 0 
a. 0. 2 

0. 2 

0. 0 
0  1 0  2 0  3 0  4 0  5 0  6 0 1 0  2 0  3 0  4 0  5 0  6 0  7 0 0  1 0  2 0  3 0  4 0  5 0  6 0  7 0 

S A 2 5 0 H B 3 Ti m e  ( h o ur s) 

1. 0 1. 0 

>, P h a s e S p a c e 
C: [ 0, 1) e a. a 0. 8 
,:: 

St a g e  S p a c e u 
C: ...... >, 0. 6 { 0, 1, 2 } VI 0. 6 
C: St a g e  S p a c e 0 ...... 

0. 4 
0. 4 { 0, 1, 2, 3, 4, 5 } 

::, 
St a g e  S p a c e C. 

0 0. 2 ...... 
a. 0. 2 { 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 } 

0 1 0  2 0 3 0 4 0 5 0  6 0 0 1 0  2 0 3 0 4 0 5 0 

Ti m e  ( h o ur s) Ti m e  ( h o ur s) 



of  m e a s u r e , i n w hi c h  o n e  att e m pt s  t o s ol v e  f o r 

V N, p ( µ )  : = i nf W p ( µ,  µ N  )
p  

# s u p p  µ N  ≤ N  

a n d  f n d  t h e  m e a s u r e  s u p p o rt e d  o n  at  m o st  N  p oi nt s  t h at  “ b e st ”  a p p r o xi m at e s  a  gi v e n  
m e a s u r e,  µ , [ 5 7] ( w h e r e  “ b e st ”  r ef e r s  t o t h e  mi ni m al  W a s s e r st ei n- p  di st a n c e  b et w e e n  t h e  
m e a s u r e s,  1  ≤  p  <  ∞ ). F o u n d ati o n al  w o r k  e st a bli s h e s,  u n d e r  mil d  a s s u m pti o n s  a b o ut  t h e  
s p a c e  s u p p o rti n g  µ , t h at  V N, p ( µ )  →  0  a s  N  t e n d s  t o i n f nit y ( s e e  [ 5 7, L e m m a  6. 1,  p.  7 7]  f o r 
e x a m pl e).  M u c h  w o r k  h a s  f o c u s e d o n  d et e r mi ni n g  t h e  a s y m pt oti c  r at e s  of  c o n v e r g e n c e  of  
V N, p ( µ )  i n di f e r e nt  s etti n g s,  [ 5 7, 5 8,  5 9,  6 0,  6 1].  I n c o nt r a st,  P r o p o siti o n  4  d o e s  n ot  r e p o rt  
a  r at e  of  c o n v e r g e n c e  of  o pti m al  q u a nti z e d  m e a s u r e s,  b ut  i n st e a d c a n  b e  u s e d  t o b o u n d  t h e  
e r r o r  of  p a rti c ul a r  q u a nti z e d  m e a s u r e s  w h o s e  s u p p o rt  i s s p e ci f e d  b y  a  m e a s u r a bl e  f u n cti o n 
a n d  w h o s e  p r ei m a g e s  p a rtiti o n  t h e  s p a c e.  I n e x p e ri m e nt al  s etti n g s  w e  d o n’t  e x p e ct  o n e  will  
al w a y s  h a v e  a  c h oi c e  of  t h e  s u p p o rt  of  t h e  di s c r eti z ati o n.  I n d e e d, i n t h e  e x a m pl e s  p r e s e nt e d  
i n S e cti o n  6,  Pl a s m o di u m  st a g e s  a r e  d et e r mi n e d  b y  s p e ci f c,  di s c e r ni bl e  m o r p h ol o g y  c h a r -
a ct e ri sti c s,  a n d  s o  d e f ni n g  a r bit r a r y  st a g e  t h r e s h ol d s  b y  mi c r o s c o p y  m e a s u r e m e nt s  m a y  
n ot  b e  p o s si bl e.  

A  r e c e nt  st u d y  pr o p o s e s  q u a ntif yi n g  s y n c h r o n y  of  a  p o p ul ati o n  of  Pl a s m o di u m  p a r a sit e s  
d u ri n g  t h ei r  I E C a s  1  mi n u s  t h e  r ati o  of  t h e  ti m e  r e q ui r e d  f o r 9 9 %  of  t h e  p a r a sit e  p o p ul ati o n  
t o tr a v e r s e  t h e  I E C t o t h e  I E C p e ri o d  l e n gt h [ 2 8]. It i s i m p o rt a nt t o n ot e  t h at  t hi s  m e a s u r e  
i s, i n p ri n ci pl e,  i n f u e n c e d b ot h  b y  t h e  i niti al di st ri b uti o n  of  p a r a sit e s  i n t h e  I E C a n d  b y  t h e  
v a ri a bilit y  i n h o w  i n di vi d u al p a r a sit e s  p r o g r e s s  t h r o u g h  t h ei r  I E C. T h at  s ai d,  t h e  a n al y si s  
p r e s e nt e d  w a s  li mit e d t o t h e  si m pli f e d  c a s e  i n w hi c h  all  p a r a sit e s  a r e  a s s u m e d  t o p r o g r e s s  
at  t h e  s a m e  r at e.  T h u s,  i n [ 2 8], t h e  p r o p o s e d  m e a s u r e  c a pt u r e s  o nl y  t h e  p o p ul ati o n’ s  i niti al 
s y n c h r o n y.  F o r  t hi s  r e a s o n,  a n d  b e c a u s e  t h e  st u d y  w a s  li mit e d t o s y nt h eti c  d at a,  t h e  utilit y  
of  t h e  p r o p o s e d  s y n c h r o n y  m e a s u r e  t o e x p e ri m e nt al  m e a s u r e m e nt s  i s u n cl e a r.  

It h a s  al s o  b e e n  s u g g e st e d  t h at  st a g e  p e r c e nt a g e  c u r v e s  p r e s e nt  a  bi a s e d  m e a s u r e  of  
s y n c h r o n y  [ 2 8, 5 6]  d u e  t o t h e  e f e ct s  of  r e pli c ati o n.  T hi s  c o n cl u si o n  i s b a s e d  o n  t h e  o b s e r -
v ati o n  t h at  e v e n  if a  p o p ul ati o n  of  p a r a sit e s  i s u nif o r ml y  di st ri b ut e d  i n it s st at e  s p a c e  a n d  
e v e r y  i n di vi d u al p r o g r e s s e s  at  t h e  s a m e  r at e  t h r o u g h  st at e s,  t h e  p r o p o rti o n  of  p a r a sit e s  i n 
ri n g  st a g e  will  p e ri o di c all y  i n c r e a s e a n d  d e c r e a s e  [ 5 6]. We  o b s e r v e  t h e  s a m e  p h e n o m e n o n  i n 
o u r  p r o p o s e d  m e a s u r e  of  s y n c h r o n y:  r e pli c ati o n  c a n  i n d u c e d y n a mi c  c h a n g e s  i n s y n c h r o n y  
( Fi g.  4).  We  d o  n ot,  h o w e v e r,  c o n cl u d e  t h at  t hi s  i s a  bi a s  i n s y n c h r o n y  it s elf. I n st e a d, w e  
r e g a r d  it a s  a n  i n e vit a bl e p r o p e rt y  of  a n y  r e a s o n a bl e  m e a s u r e  of  s y n c h r o n y  t h at  d e p e n d s  o n  
t h e  p o p ul ati o n  di st ri b uti o n,  si n c e,  p e ri o di c all y,  a  g r e at e r  p e r c e nt a g e  of  i n di vi d u al s o c c u p y  
e a rl y  ri n g.  

We  al s o  e x p e ct  t h at  t h e  p e ri o di c  i n c r e a s e a n d  d e c r e a s e  i n p o p ul ati o n  s y n c h r o n y  i n 
r e s p o n s e  t o r e pli c ati o n  d e p e n d s  c riti c all y  o n  t h e  ( u n r e ali sti c)  a s s u m pti o n  t h at  all  p a r a -
sit e s  p r o g r e s s  t h r o u g h  st at e s  at  t h e  s a m e  r at e.  We  e x p e ct  t h e  s y n c h r o n y  of  a  r e pli c ati n g  
p o p ul ati o n  i n w hi c h  i n di vi d u al s p r o g r e s s  at  di f e r e nt  r at e s  will  e x hi bit  q u alit ati v el y  di f e r -
e nt  d y n a mi c s,  a n d  m a y  a p p r o a c h  a  n e w  st e a d y  st at e,  a s  s u g g e st e d  b y  t h e  n o n- r e pli c ati n g  
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si m ul at e d  p o p ul ati o n s  i n Fi g  3.  P r e ci s e  c h a r a ct e ri z ati o n  of  t h e  i m p a ct of  t h e  m o d eli n g  
a s s u m pti o n  t h at  all  p a r a sit e s  p r o g r e s s  at  t h e  s a m e  r at e  i s o n g oi n g  a n d  b e y o n d  t h e  s c o p e  
of  t hi s  p a p e r.  

O st e n si bl y,  r e pli c ati o n-i n d u c e d  s y n c h r o ni z ati o n  a n d  d e s y n c h r o ni z ati o n  c o ul d  i n f u e n c e 
o u r  u n d e r st a n di n g  of  t h e  v a ri a bilit y  wit h  w hi c h  i n di vi d u al s i n a  p o p ul ati o n  p r o g r e s s  t h r o u g h  
a  st at e  s p a c e.  A s  a  t h o u g ht  e x p e ri m e nt,  i m a gi n e t w o  p o p ul ati o n s  i n a  p e ri o di c  st at e  
s p a c e,  h a vi n g  i d e nti c al i niti al di st ri b uti o n s  a n d  i d e nti c al v a ri a bilit y  i n h o w  i n di vi d u al s 
m o v e  t h r o u g h  st at e  s p a c e,  b ut  o nl y  o n e  of  w hi c h  u n d e r g o e s  r e pli c ati o n  at  a  p a rti c ul a r  
p h a s e.  Will  r e pli c ati o n  c a u s e  t h e  o n e  p o p ul ati o n  t o l o s e s y n c h r o n y  m o r e  sl o wl y  o v e r  ti m e  
t h a n  t h e  ot h e r ?  B a s e d  o n  o u r  f n di n g s,  w e  e x p e ct  t h e  d e g r e e  a n d  n at u r e  of  t h e  i n f u e n c e 
of  r e pli c ati o n  o n  t h e  a p p a r e nt  c h a n g e s  i n s y n c h r o n y  o v e r  ti m e  will  d e p e n d  o n  p o p ul ati o n-
l e v el f a ct o r s, i n cl u di n g 1)  h o w  t h e  p o p ul ati o n  i s di st ri b ut e d,  2)  h o w  v a ri a bl y  i n di vi d u al s 
p r o g r e s s  t h r o u g h  st at e s;  e x p e ri m e nt al  f a ct o r s, s u c h  a s  3)  w h e n  a n d  h o w  oft e n  m e a s u r e m e nt s  
a r e  t a k e n,  a n d  4)  h o w  t h e  o b s e r v a bl e  m e a s u r e m e nt  r el at e s  t o t h e  u n d e rl yi n g  st at e  s p a c e;  
a n d  a cti v e  m e c h a ni sti c  f a ct o r s, s u c h  a s  5)  e nt r ai n m e nt  t o a  e xt e r n al  si g n al( s)  a n d / o r  6)  
i nt e r a cti o n s b et w e e n  i n di v d u al s i n t h e  p o p ul ati o n.  

We  h a v e  s h o w n  t h at  v a ri a bilit y  of  i n di vi d u al p r o g r e s si o n  r at e s  c a n  i n f u e n c e t h e  d y n a m -
i c s of  p o p ul ati o n  s y n c h r o n y  ( Fi g.  3),  a s  c a n  r e pli c ati o n  ( Fi g.  4).  We  h a v e  al s o  d e m o n st r at e d  
t h e  i m p a ct di s c r eti z ati o n  of  a  st at e  s p a c e  c a n  h a v e  o n  t h e  d y n a mi c s  of  m e a s u r e d  s y n c h r o n y  
( Fi g.  5  a n d  Fi g.  6)  a n d  s h o w n  t h e  i n f u e n c e of  t h e  f d elit y  of  t h e  di s c r eti z ati o n  ( Fi g.  7).  
F ull y  cl a rif yi n g  t h e  i nt e r a cti o n s b et w e e n  v a ri a bilit y  of  d y n a mi c s,  r e pli c ati o n,  m e a s u r e m e nt  
li mit ati o n s, a n d  ot h e r  m e c h a ni s m s  w hi c h  m a y  alt e r  p o p ul ati o n  s y n c h r o n y  i s b e y o n d  t h e  
s c o p e  of  t hi s  p a p e r,  b ut  w e  b eli e v e  t h at  s u c h  i n v e sti g ati o n s will  b e  ai d e d  b y  t h e  g e n e r al,  
m at h e m ati c all y  s o u n d  a n d  ri g o r o u s  d e f niti o n  of  s y n c h r o n y  p ut  f o r w a r d h e r e.  T h u s  t hi s  
w o r k  will  c o nt ri b ut e  t o t h e  g r o wi n g  b o d y  of  w o r k  o n  m o d eli n g  s y n c h r o n y  i n bi ol o gi c al  p o p -
ul ati o n s  [ 1 8, 5 3,  6 2,  6 3]  a n d  a d v a n c e  o u r  u n d e r st a n di n g  of  t h e  m e c h a ni s m s  of  s y n c h r o n y.  

Of  p a rti c ul a r  i nt e r e st, a n d  t h e  f o c u s of  f ut u r e w o r k,  a r e  t h e  r ol e s  t h at  c o u pli n g  b et w e e n  
i n di vi d u al s i n a  p o p ul ati o n  a n d / o r  e nt r ai n m e nt  t o a n  e xt e r n al  si g n al  m a y  pl a y  i n t h e  e s -
t a bli s h m e nt  o r  m ai nt e n a n c e  of  p o p ul ati o n  s y n c h r o n y.  F o r  e x a m pl e,  ci r c a di a n  r h yt h m s  a r e  
e x p r e s s e d  at  t h e  c ell ul a r  l e v el b y  i nt ri n si c bi ol o gi c al  cl o c k s  w hi c h  m ai nt ai n  o nl y  a p pr o xi -
m at el y  2 4- h o u r  p e ri o d s  a s  i n di vi d u al o s cill at o r s  [ 6 4], a n d  hi g h  l e v el s of  s y n c h r o n y  a c r o s s  
di v e r s e  c ell  t y p e s  i n m ulti c ell ul a r  o r g a ni s m s  i s m ai nt ai n e d  b y  e nt r ai n m e nt  t o e xt e r n al  c u e s  
( e. g.,  li g ht- d a r k c y cl e s)  [ 6 5]. Li k e wi s e,  r e c e nt  w o r k  p r o vi d e s  e vi d e n c e  t h at  Pl a s m o di u m  
p a r a sit e s  h a v e  i nt ri n si c cl o c k s  c o nt r olli n g  p r e ci s e  p e ri o d s  of  t h eir  I E C [ 1 8] a n d  t h at  t h e r e  
i s ali g n m e nt  b et w e e n  t hi s  cl o c k  p h a s e  a n d  t h e  ci r c a di a n  p h a s e  i n h u m a n s  [ 1 7]. T hi s  o b s e r -
v ati o n  s u g g e st s  a  c o n c e pt u al  m o d el  w hi c h  m a y  e x pl ai n  s y n c h r o n o u s  b u r sti n g  of  p a r a sit e s  
i n t h e  I E C d u e  t o e nt r ai n m e nt  of  p a r a sit e  cl o c k s  t o h o st  ci r c a di a n  si g n al s  [ 1 7]. We  e x p e ct  
t h at  t h e  q u a nti f c ati o n  of  s y n c h r o n y  i n t hi s  w o r k  will  ai d  f ut u r e m o d eli n g  a n d  e x p e ri m e n -
t al e f o rt s  t h at  s e e k  t o el u ci d at e  c o n c e pt u al  a n d  bi o c h e mi c al  m e c h a ni s m s  r e s p o n si bl e  f o r 
m ai nt ai ni n g  s y n c h r o n y  i n t h e s e  a n d  ot h e r  r el at e d  s y st e m s.  

T h e  n oti o n  of  s y n c h r o n y  p r o p o s e d  i n t hi s  w o r k  c a n  b e  c o n si d e r e d  a s  a  st ati sti c  of  a  
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p r o b a bilit y  di st ri b uti o n  o n  a  m et ri c  s p a c e.  Gi v e n  t h e  l a r g e v ol u m e  of  w o r k  d e v ot e d  t o 
u n d e r st a n di n g  st ati sti c s  o n  m a nif ol d s  a n d  ot h e r  m et ri c  s p a c e s  ( e. g.,  s e e  t h e  b o o k s  [ 6 6, 
6 7 , 6 8]),  w e  b eli e v e  t h at  a  f ull i n v e sti g ati o n of  t h e  st ati sti c al  p r o p e rti e s  of  s y n c h r o n y  m a y  
p r o vi d e  a n ot h e r  i nt e r e sti n g a v e n u e  f o r f ut u r e m at h e m ati c s  r e s e a r c h.  

A u t h o r  c o n t ri b u ti o n s  

We  a d o pt  t h e  C R e di T  t a x o n o m y  ( htt p s: / / c r e dit. ni s o. o r g /)  t o s p e cif y  a ut h o r  c o nt ri b uti o n s:  
Fr a n ci s  C.  M o t t a:  C o n c e pt u ali z ati o n,  M et h o d ol o g y,  S oft w a r e,  V ali d ati o n,  F o r m al  a n al -
y si s,  R e s o u r c e s,  D at a  C u r ati o n,  Writi n g  -  O ri gi n al D r aft,  Writi n g  -  R e vi e w &  E diti n g,  
Vi s u ali z ati o n,  P r oj e ct  a d mi ni st r ati o n.  K e vi n  M c G o f:  C o n c e pt u ali z ati o n,  M et h o d ol -
o g y,  V ali d ati o n,  F o r m al  a n al y si s,  Writi n g  -  O ri gi n al D r aft,  Writi n g  -  R e vi e w &  E diti n g  
B r e s c hi n e  C u m mi n s:  C o n c e pt u ali z ati o n,  Writi n g  -  O ri gi n al D r aft,  Writi n g  -  R e vi e w &  
E diti n g,  Vi s u ali z ati o n  S t e v e n  B.  H a a s e  C o n c e pt u ali z ati o n,  Writi n g  -  R e vi e w &  E diti n g.  

A c k n o wl e d g e m e n t s  

F u n di n g:  K M  g r at ef ull y  a c k n o wl e d g e s  f u n di n g f r o m t h e  N ati o n al  S ci e n c e  F o u n d ati o n  
[ D M S- 1 8 4 7 1 4 4 a n d  D M S- 2 1 1 3 6 7 6].  

D e cl a r a ti o n s  of  i n t e r e s t: K e vi n  M c G o f  r e p o rt s  f n a n ci al  s u p p o rt  w a s  p r o vi d e d  b y  N a -
ti o n al  S ci e n c e  F o u n d ati o n.  St e v e n  B.  H a a s e  r e p o rt s  a  r el ati o n s hi p  wit h  G e o m et ri c  D at a  
A n al yti c s,  I n c. t h at  i n cl u d e s: c o n s ulti n g  o r  a d vi s o r y  a n d  n o n- f n a n ci al  s u p p o rt.  Fr a n ci s  
M ott a  r e p o rt s  a  r el ati o n s hi p  wit h  G e o m et ri c  D at a  A n al yti c s,  I n c. t h at  i n cl u d e s: e m pl o y -
m e nt.  K e vi n  M c G o f  r e p o rt s  a  r el ati o n s hi p  wit h  G e o m et ri c  D at a  A n al yti c s,  I n c. t h at  
i n cl u d e s: e m pl o y m e nt.  If t h e r e  a r e  ot h e r  a ut h o r s,  t h e y  d e cl a r e  t h at  t h e y  h a v e  n o  k n o w n  
c o m p eti n g  f n a n ci al  i nt e r e st s o r  p e r s o n al  r el ati o n s hi p s  t h at  c o ul d  h a v e  a p p e a r e d  t o i n f u-
e n c e  t h e  w o r k  r e p o rt e d  i n t hi s  p a p e r.  

C o d e  a n d  D a t a  A v ail a bili t y  

All  d at a  a n d  c o d e  u s e d  t o p r o d u c e  t h e  r e s ult s  a n d  f g u r e s  i n t hi s  st u d y  a r e  p r o vi d e d  i n a  
p u bli c  Git L a b  r e p o sit o r y  [ 6 9]. 
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c r o bi al  p o p ul ati o n s,  P r o c e e di n g s  of  t h e  N ati o n al  A c a d e m y  of  S ci e n c e s  1 1 0  ( 6)  ( 2 0 1 3)  
E 4 8 8 – E 4 9 7.  a r X i v : h t t p s : / / w w w . p n a s . o r g / d o i / p d f / 1 0 . 1 0 7 3 / p n a s . 1 2 2 2 0 9 9 1 1 0 , 
d o i : 1 0 . 1 0 7 3 / p n a s . 1 2 2 2 0 9 9 1 1 0 . 
U R L  h t t p s : / / w w w . p n a s . o r g / d o i / a b s / 1 0 . 1 0 7 3 / p n a s . 1 2 2 2 0 9 9 1 1 0  

[ 2 8] M.  A.  G r ei s c h a r,  N.  J.  S a vill,  S.  E.  R e e c e,  N.  Mi d e o,  H o w  t o q u a ntif y  d e v el o p m e nt al  
s y n c h r o n y  i n m al a ri a  p a r a sit e s,  Fr o nti e r s  i n M al a ri a  2  ( 2 0 2 4).  d o i : 1 0 . 3 3 8 9 / f m a l a .  
2 0 2 4 . 1 3 8 6 2 6 6 . 
U R L  h t t p s : / / w w w . f r o n t i e r s i n . o r g / a r t i c l e s / 1 0 . 3 3 8 9 / f m a l a . 2 0 2 4 . 1 3 8 6 2 6 6  

[ 2 9] E.  D.  H e r z o g,  I. Z.  Ki s s,  C.  M a z u s ki,  C h a pt e r  o n e  -  m e a s u ri n g s y n c h r o n y  i n t h e  
m a m m ali a n  c e nt r al  ci r c a di a n  ci r c uit,  i n: A.  S e h g al  ( E d.),  Ci r c a di a n  R h yt h m s  a n d  
Bi ol o gi c al  Cl o c k s,  P a rt  B,  V ol.  5 5 2  of  M et h o d s  i n E n z y m ol o g y,  A c a d e mi c  P r e s s,  2 0 1 5,  
p p.  3 – 2 2.  d o i : h t t p s : / / d o i . o r g / 1 0 . 1 0 1 6 / b s . m i e . 2 0 1 4 . 1 0 . 0 4 2 . 
U R L  h t t p s : / / w w w . s c i e n c e d i r e c t . c o m / s c i e n c e / a r t i c l e / p i i /  
S 0 0 7 6 6 8 7 9 1 4 0 0 0 4 3 3  

[ 3 0] C.  Gi ni,  M e a s u r e m e nt  of  i n e q u alit y of  i n c o m e s, T h e  E c o n o mi c  J o u r n al  3 1  ( 1 2 1)  ( 1 9 2 1)  
1 2 4 – 1 2 6.  
U R L  h t t p : / / w w w . j s t o r . o r g / s t a b l e / 2 2 2 3 3 1 9  

[ 3 1] F.  G.  D e  M ai o,  I n c o m e i n e q u alit y m e a s u r e s,  J  E pi d e mi ol  C o m m u nit y  H e alt h  6 1  ( 1 0)  
( 2 0 0 7)  8 4 9 – 8 5 2.  

[ 3 2] L.  V.  K a nt o r o vi c h,  M at h e m ati c al  m et h o d s  of  o r g a ni zi n g  a n d  pl a n ni n g  p r o d u cti o n,  
M a n a g e m e nt  S ci e n c e  6  ( 4)  ( 1 9 6 0)  3 6 6 – 4 2 2.  a r X i v : h t t p s : / / d o i . o r g / 1 0 . 1 2 8 7 / m n s c .  
6 . 4 . 3 6 6 , d o i : 1 0 . 1 2 8 7 / m n s c . 6 . 4 . 3 6 6 . 
U R L  h t t p s : / / d o i . o r g / 1 0 . 1 2 8 7 / m n s c . 6 . 4 . 3 6 6  

[ 3 3] M.  Fr é c h et,  L e s  él é m e nt s  al é a t oi r e s  d e  n at u r e  q u el c o n q u e  d a n s  u n  e s p a c e  di st a n ci é,  
A n n al e s  d e  l’i n stit ut H e n ri  P oi n c a r é  1 0  ( 4)  ( 1 9 4 8)  2 1 5 – 3 1 0.  
U R L  h t t p : / / e u d m l . o r g / d o c / 7 9 0 2 1  

[ 3 4] C.  D.  Ali p r a nti s,  K.  C.  B o r d e r,  I n f nit e Di m e n si o n al  A n al y si s:  a  Hit c h hi k e r’ s  G ui d e,  
S p ri n g e r,  B e rli n;  L o n d o n,  2 0 0 6.  d o i : 1 0 . 1 0 0 7 / 3 - 5 4 0 - 2 9 5 8 7 - 9 . 

[ 3 5] C.  Vill a ni,  et  al.,  O pti m al  t r a n s p o rt:  ol d  a n d  n e w,  V ol.  3 3 8,  S p ri n g e r,  2 0 0 9.  

[ 3 6] T.  P o p o vi ci u,  S u r  l e s é q u ati o n s  al g é b ri q u e s  a y a nt  t o ut e s  l e u r s r a ci n e s  r é ell e s,  M at h e -
m ati c a  9  ( 1 2 9- 1 4 5)  ( 1 9 3 5)  2 0.  
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[ 3 7] T.  Li m,  R.  J.  M c C a n n,  G e o m et ri c al  b o u n d s  f o r v a ri a n c e  a n d  r e c e nt e r e d  m o m e nt s,  
M at h e m ati c s  of  O p e r ati o n s  R e s e a r c h  4 7  ( 1)  ( 2 0 2 2)  2 8 6 – 2 9 6.  a r X i v : h t t p s : / / d o i .  
o r g / 1 0 . 1 2 8 7 / m o o r . 2 0 2 1 . 1 1 2 5 , d o i : 1 0 . 1 2 8 7 / m o o r . 2 0 2 1 . 1 1 2 5 . 
U R L  h t t p s : / / d o i . o r g / 1 0 . 1 2 8 7 / m o o r . 2 0 2 1 . 1 1 2 5  

[ 3 8] B.  P a s s,  G e n e r ali z e d  b a r y c e nt e r s  a n d  v a ri a n c e  m a xi mi z ati o n  o n  m et ri c  s p a c e s,  
J o u r n al  of  Fi x e d  P oi nt  T h e o r y  a n d  A p pli c ati o n s  2 5  ( 1)  ( 2 0 2 2)  5.  d o i : 1 0 . 1 0 0 7 /  
s 1 1 7 8 4 - 0 2 2 - 0 1 0 1 5 - x . 
U R L  h t t p s : / / d o i . o r g / 1 0 . 1 0 0 7 / s 1 1 7 8 4 - 0 2 2 - 0 1 0 1 5 - x  

[ 3 9] A.  D e c k a r d,  R.  C.  A n a f,  J.  B.  H o g e n e s c h,  S.  B.  H a a s e,  J.  H a r e r,  D e si g n  a n d  a n al y si s  
of  l a r g e- s c al e bi ol o gi c al  r h yt h m  st u di e s:  a  c o m p a ri s o n  of  al g o rit h m s  f o r d et e cti n g  
p e ri o di c  si g n al s  i n bi ol o gi c al  d at a,  Bi oi nf o r m ati c s  2 9  ( 2 4)  ( 2 0 1 3)  3 1 7 4 – 8 0,  d e c k a r d,  
A n a st a si a  A n a f,  R o n  C  H o g e n e s c h,  J o h n  B  H a a s e,  St e v e n  B  H a r e r,  J o h n  R e s e a r c h  
S u p p o rt,  N o n- U. S.  G o v’t  E n gl a n d  Bi oi nf o r m ati c s  ( O xf o r d,  E n gl a n d)  Bi oi nf o r m ati c s.  
2 0 1 3  D e c  1 5; 2 9( 2 4): 3 1 7 4- 8 0.  d oi:  1 0. 1 0 9 3 / bi oi nf o r m ati c s / btt 5 4 1.  E p u b  2 0 1 3  S e p  2 0.  
d o i : b t t 5 4 1 [ p i i ] 1 0 . 1 0 9 3 / b i o i n f o r m a t i c s / b t t 5 4 1 . 
U R L  h t t p : / / w w w . n c b i . n l m . n i h . g o v / e n t r e z / q u e r y . f c g i ? c m d = R e t r i e v e & d b =  
P u b M e d & d o p t = C i t a t i o n & l i s t _ u i d s = 2 4 0 5 8 0 5 6  

[ 4 0] D.  A.  O rl a n d o,  C.  Y.  Li n,  A.  B e r n a r d,  J.  Y.  W a n g,  J.  E.  S o c ol a r,  E.  S.  I v e r s e n, A.  J.  
H a rt e mi n k,  S.  B.  H a a s e,  Gl o b al  c o nt r ol  of  c ell- c y cl e  t r a n s c ri pti o n  b y  c o u pl e d  c d k  a n d  
n et w o r k  o s cill at o r s,  N at u r e  4 5 3  ( 7 1 9 7)  ( 2 0 0 8)  9 4 4 – 7,  1 4 7 6- 4 6 8 7  ( El e ct r o ni c)  J o u r n al  
A rti cl e  R e s e a r c h  S u p p o rt,  N.I. H.,  E xt r a m ur al  R e s e a r c h  S u p p o rt,  N o n- U. S.  G o v’t  
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O pti mi s ati o n  of  Fl o w s  o n  N et w o r k s,  V ol.  2 0 6 2,  S p ri n g e r  B e rli n  H ei d el b e r g,  B e rli n,  
H ei d el b e r g,  2 0 1 3,  p p.  1 – 1 5 5,  s e ri e s  Titl e:  L e ct u r e  N ot e s  i n M at h e m ati c s.  d o i : 1 0 .  
1 0 0 7 / 9 7 8 - 3 - 6 4 2 - 3 2 1 6 0 - 3 _ 1 . 
U R L  h t t p : / / l i n k . s p r i n g e r . c o m / 1 0 . 1 0 0 7 / 9 7 8 - 3 - 6 4 2 - 3 2 1 6 0 - 3 _ 1  
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[ 4 3] F.  C.  M ott a,  P yt h o n  m o d ul e:  p o p s y n c h,  h t t p s : / / g i t l a b . c o m / b i o c h r o n / p o p s y n c h , 
a c c e s s e d:  2 0 2 4- 0 5- 3 0  ( M a y  2 0 2 4).  
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[ 4 4] P.  Vi rt a n e n,  R.  G o m m e r s,  T.  E.  Oli p h a nt,  M.  H a b e rl a n d,  T.  R e d d y,  D.  C o u r n a p e a u,  
E.  B u r o v s ki,  P.  P et e r s o n,  W.  We c k e s s e r,  J.  B ri g ht,  S.  J.  v a n  d e r  W alt,  M.  B r ett,  
J.  Wil s o n,  K.  J.  Mill m a n,  N.  M a y o r o v,  A.  R.  J.  N el s o n,  E.  J o n e s,  R.  K e r n,  E.  L a r s o n,  
C.  J.  C a r e y,  I.̇ P ol at,  Y.  Fe n g,  E.  W.  M o o r e,  J.  V a n d e r Pl a s,  D.  L a x al d e,  J.  P e r kt ol d,  
R.  Ci m r m a n,  I. H e n ri k s e n,  E.  A.  Q ui nt e r o,  C.  R.  H a r ri s,  A.  M.  A r c hi b al d,  A.  H.  
Ri b ei r o,  F.  P e dr e g o s a,  P.  v a n  M ul b r e gt,  S ci P y  1. 0  C o nt ri b ut o r s,  S ci P y  1. 0:  F u n d a -
m e nt al  Al g o rit h m s  f o r S ci e nti f c  C o m p uti n g  i n P yt h o n,  N at u r e  M et h o d s  1 7  ( 2 0 2 0)  
2 6 1 – 2 7 2.  d o i : 1 0 . 1 0 3 8 / s 4 1 5 9 2 - 0 1 9 - 0 6 8 6 - 2 . 

[ 4 5] K.  M.  M c Ki n n o n,  Fl o w  c yt o m et r y:  A n  o v e r vi e w,  C u r r  P r ot o c  I m m u n ol 1 2 0  ( 2 0 1 8)  
5. 1. 1 – 5. 1. 1 1 . 

[ 4 6] D.  J.  W al e s,  J.  P.  K.  D o y e,  Gl o b al  o pti mi z ati o n  b y  b a si n- h o p pi n g  a n d  t h e  l o w e st 
e n e r g y  st r u ct u r e s  of  l e n n a r d-j o n e s cl u st e r s  c o nt ai ni n g  u p  t o 1 1 0  at o m s,  T h e  J o u r n al  
of  P h y si c al  C h e mi st r y  A  1 0 1  ( 2 8)  ( 1 9 9 7)  5 1 1 1 – 5 1 1 6.  a r X i v : h t t p s : / / d o i . o r g / 1 0 .  
1 0 2 1 / j p 9 7 0 9 8 4 n , d o i : 1 0 . 1 0 2 1 / j p 9 7 0 9 8 4 n . 
U R L  h t t p s : / / d o i . o r g / 1 0 . 1 0 2 1 / j p 9 7 0 9 8 4 n  

[ 4 7] Z.  W a n g,  M.  G e r st ei n,  M.  S n y d e r,  R n a- s e q:  a  r e v ol uti o n a r y  t o ol  f o r t r a n s c ri pt o mi c s,  
N at u r e  R e vi e w s  G e n eti c s  1 0  ( 1)  ( 2 0 0 9)  5 7 – 6 3.  d o i : 1 0 . 1 0 3 8 / n r g 2 4 8 4 . 
U R L  h t t p s : / / d o i . o r g / 1 0 . 1 0 3 8 / n r g 2 4 8 4  

[ 4 8] A.  P.  R o s e b r o c k,  S y n c h r o ni z ati o n  of  b u d di n g  y e a st  b y  c e nt rif u g al  el ut ri ati o n.,  C ol d  
S p ri n g  H a r b o r  p r ot o c ol s  2 0 1 7  1  ( 2 0 1 7)  p d b. p r ot 0 8 8 7 3 2.  
U R L  h t t p s : / / a p i . s e m a n t i c s c h o l a r . o r g / C o r p u s I D : 4 0 9 5 0 5 6 1  

[ 4 9] L.  L.  B r e e d e n,  α -f a ct o r s y n c h r o ni z ati o n  of  b u d di n g  y e a st,  i n: C ell  C y cl e  C o n -
t r ol,  V ol.  2 8 3  of  M et h o d s  i n E n z y m ol o g y,  A c a d e mi c  P r e s s,  1 9 9 7,  p p.  3 3 2 – 3 4 2.  
d o i : h t t p s : / / d o i . o r g / 1 0 . 1 0 1 6 / S 0 0 7 6 - 6 8 7 9 ( 9 7 ) 8 3 0 2 7 - 3 . 
U R L  h t t p s : / / w w w . s c i e n c e d i r e c t . c o m / s c i e n c e / a r t i c l e / p i i /  
S 0 0 7 6 6 8 7 9 9 7 8 3 0 2 7 3  

[ 5 0] A.  B al s al o b r e,  F.  D a mi ol a,  U.  S c hi bl e r,  A  s e r u m  s h o c k  i n d u c e s ci r c a di a n  g e n e  
e x p r e s si o n  i n m a m m ali a n  ti s s u e  c ult u r e  c ell s,  C ell  9 3  ( 6)  ( 1 9 9 8)  9 2 9 – 9 3 7.  
d o i : h t t p s : / / d o i . o r g / 1 0 . 1 0 1 6 / S 0 0 9 2 - 8 6 7 4 ( 0 0 ) 8 1 1 9 9 - X . 
U R L  h t t p s : / / w w w . s c i e n c e d i r e c t . c o m / s c i e n c e / a r t i c l e / p i i /  
S 0 0 9 2 8 6 7 4 0 0 8 1 1 9 9 X  

[ 5 1] L.  C.  R a nf o r d- C a rt w ri g ht,  A.  Si n h a,  G.  S.  H u m p h r e y s,  J.  M.  M w a n gi,  N e w  s y n -
c h r o ni z ati o n  m et h o d  f o r pl a s m o di u m  f al ci p a r u m, M al a ri a  J o u r n al  9  ( 1)  ( 2 0 1 0)  1 7 0.  
d o i : 1 0 . 1 1 8 6 / 1 4 7 5 - 2 8 7 5 - 9 - 1 7 0 . 
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A  P r o of  of  P r o p o si ti o n  1  

P r o p o si ti o n  1.  A s s u m e  (M,  d ) i s a  c o m p a ct  m et ri c  s p a c e  a n d  P (M ) i s e n d o w e d  wit h  t h e 
w e a k ∗  t o p ol o g y. T h e n  F  : P (M ) →  R  i s c o nti n u o u s.  

P r o of.  B e c a u s e  (M,  d ) i s c o m p a ct,  it f oll o w s t h at  P (M ) i s al s o  c o m p a ct  a n d  m et ri z a bl e  wit h  
t h e  w e a k ∗  t o p ol o g y.  B y  d e f niti o n  of  F  ( E q.  ( 2. 1)),  it s u f c e s  t o s h o w  t h at  V  : P (M ) →  R  
i s c o nti n u o u s,  w h e r e  V  (π ) =  V a r( π ). 

F o r  e a c h  α  ∈  M , d e f n e  f α  : M  →  R  b y  s etti n g  f α ( x )  =  d (x,  α ) 2  . N ot e  t h at  f α  i s 
b o u n d e d  a n d  c o nti n u o u s.  T h e n  d e f n e  F α  : P (M ) →  R  b y  s etti n g  

Z  

F α ( π )  =  f α  d π.  

N ot e  t h at  F α  i s c o nti n u o u s  ( b y  d e f niti o n  of  t h e  w e a k ∗  t o p ol o g y).  T h e n  w e  h a v e  

V  (π ) =  i nf F α ( π ), 
α  

a n d  t h e r ef o r e  V  i s u p p e r  s e mi- c o nti n u o u s  ( a s  it i s t h e  p oi nt wi s e  i n f m u m of  c o nti n u o u s  
f u n cti o n s). 

L et  u s  n o w  p r o v e  t h at  V  i s c o nti n u o u s.  L et  { π n }  b e  a  s e q u e n c e  i n P (M ) t h at  c o n v e r g e s  
t o π . Si n c e  V  i s n o n- n e g ati v e  a n d  u p p e r  s e mi- c o nti n u o u s,  w e  h a v e  t h at  

0  ≤  li m s u p  V  (π n )  ≤  V  (π ). 

L et  L  =  li m s u p  V  (π n ).  We  cl ai m  t h at  

li m V  (π n )  =  L  =  V  (π ). 

I n o r d e r  t o e st a bli s h  t hi s  f a ct, l et u s  s h o w  t h at  e v e r y  s u b s e q u e n c e  { π n k  
}  h a s  a  f u rt h e r 

s u b s e q u e n c e  { π n k j  
}  s u c h  t h at  li m V  (π n k j  

)  =  L  a n d  L  =  V  (π ). 

L et  { π n k  
}  b e  a  s u b s e q u e n c e  of  { π n } . B y  t h e  c o m p a ct n e s s  of  M  a n d  t h e  c o nti n uit y  of  

t h e  m a p  α  7 → F α ( π n k  
)  f o r e a c h  k  ( r e s ulti n g  f r o m t h e  u nif o r m  d e p e n d e n c e  of  f α  o n  α ), t h e r e  

e xi st s  α k  ∈  M  s u c h  t h at  Z  

V  (π n k  
)  =  f α k  

d π n k  
. 

B y  t h e  s e q u e nti al  c o m p a ct n e s s  of  M , t h e r e  e xi st s  a  s u b s e q u e n c e  { α k j  
}  a n d  a  li mit α  ∈  M  

s u c h  t h at  li m α k j  
=  α . N ot e  t h at  { f α k j  

}  c o n v e r g e s  u nif o r ml y  o n  M  t o f α . 

L et  ϵ  >  0.  Si n c e  { π n k j  
}  c o n v e r g e s  t o π  a n d  f α  i s c o nti n u o u s,  t h e r e  e xi st s  J 1  s u c h  t h at  

f o r all  j  ≥  J 1 , w e  h a v e  Z Z  

f α  d π n k j  
−  f α  d π  < ϵ / 2 . 
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Al s o,  si n c e  { f α k j  
}  c o n v e r g e s  u nif o r ml y  t o f α , t h e r e  e xi st s  J 2  s u c h  t h at  f o r all  j  ≥  J 2  w e  

h a v e  
∥ f α k j  

−  f α ∥  <  ϵ / 2 . 

T h e n  f o r j  ≥  m a x( J 1 , J2 ),  w e  h a v e  

Z  Z Z Z  

V  (π n k j  
)  −  F α ( π ) ≤  f α k j  

d π n k j  
−  f α  d π n k j  

+  f α  d π n k j  
−  f α  d π  

≤ ∥ f α k j  
−  f α ∥  +  ϵ / 2  

<  ϵ / 2  +  ϵ / 2  =  ϵ.  

T h u s,  w e  h a v e  s h o w n  t h at  li m V  (π n k j  
)  =  F α ( π ). T h e n  b y  t hi s  f a ct, t h e  d e f niti o n  of  L , t h e  

u p p e r  s e mi- c o nti n uit y  of  V  , a n d  t h e  d e f niti o n  of  V  a s  a n  i n f m u m, w e  s e e  t h at  

F α ( π ) =  li m V  (π n k j  
)  ≤  L  ≤  V  (π ) ≤  F α ( π ). 

A s  t h e  l eft a n d  ri g ht  e x p r e s si o n s  i n t h e  p r e vi o u s  c h ai n  of  i n e q u aliti e s a r e  e q u al,  w e  s e e  t h at  
all  of  t h e s e  t e r m s  a r e  e q u al,  w hi c h  e st a bli s h e s  t h e  d e si r e d  r e s ult.  
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B  P r o of  of  P r o p o si ti o n  2  

P r o p o si ti o n  2.  L et  (M,  d ) b e  a  c o m p a ct  m et ri c  s p a c e,  a n d  π  ∈  P (M ). T h e n  V a r( π )  = 0  
if a n d  o nl y  if π  =  δ α  i s a  d elt a  di st ri b uti o n  s u p p o rt e d  at  s o m e  α  ∈  M . 

P r o of.  If π  =  δ α  f o r s o m e  α  ∈  M , t h e n  b y  d e f niti o n  0  ≤  V a r( π ) =  i nfx ∈ M  W 2
2 ( δ x , δα )  ≤  

W 2
2 ( δ α , δα )  =  0,  a n d  s o  V a r( π ) =  0.  
F o r  t h e  c o n v e r s e,  a s s u m e  π  ≠  δ α  f o r a n y  α  ∈  M , a n d  s u p p o s e  t h at  α ∗  s a ti s f e s  

Z  

V a r( π ) =  i nf d (x,  α ) 2  d π ( x ) 
α ∈ M
Z  M  

=  d (x,  α  ∗  ) 2  d π ( x ). 
M  

Si n c e  π  ≠  δ α ∗  , w e  m u st  h a v e  π (M  \ { α ∗ } )  >  0.  L et  U  =  M  \ { α ∗ } , a n d  l et 

U n  =  { x  ∈  M  : d (x,  α  ∗  ) 2  >  1 / n } . 

S  
N ot e  t h at  U  =  U n , a n d  si n c e  π (U ) >  0,  t h e r e  e xi st s  n  s u c h  t h at  π (U n )  >  0.  T h e n  n  

Z  

V a r( π )  =  d (x,  α  ∗  ) 2  d π ( x ) 

Z M  

≥  d (x,  α  ∗  ) 2  d π ( x ) 
U n  

≥  π (U n ) / n  

>  0 , 

a s  d e si r e d.  
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C  P r o of  of  P r o p o si ti o n  3  

P r o p o si ti o n  3.  L et  (M,  d ) b e  a  m et ri c  s p a c e.  F o r  λ  >  0 , d e f n e  d λ ( x,  y )  =  λ d (x,  y ) f o r all  
x,  y  ∈  M . T h e n  F ( M, d ) ( π )  =  F ( M, d λ ) ( π )  f o r all  π  ∈  P (M ). 

P r o of.  O b s e r v e  t h at  t h e  m etri c  t o p ol o gi e s  d e f n e d  o n  M  b y  d  a n d  d λ  a r e  i d e nti c al a n d  
t h e r ef o r e  t h e  B o r el  σ - al g e b r a s a r e  t h e  s a m e  a n d  P (M ; d )  =  P (M ; d λ ).  B y  d e f niti o n,  
V a r ( M, d λ ) ( π )  =  λ 2  V a r ( M, d ) ( π ). T h e r ef o r e,  if ν  =  s u p π  ′ ∈ P ( M )  V a r ( M, d ) ( π  ′ ) 1 / 2  i s t h e  n o r m al -

i z ati o n c o n st a nt  o v e r  (M,  d ), t h e n  λ ν  =  s u p π  ′ ∈ P ( M )  V a r ( M, d λ ) ( π  ′ ) 1 / 2  i s t h e  n o r m ali z ati o n  
c o n st a nt  o v e r  (M,  d λ )  a n d  s o  

V a r ( M, d λ ) ( π ) 1 / 2  λ  V a r ( M, d ) ( π ) 1 / 2  

F ( M, d λ ) ( π )  = 1  −  = 1  −  =  F ( M, d ) ( π ) . 
λ ν  λ ν  
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D  P r o of  of  P r o p o si ti o n  4  

P r o p o si ti o n  4.  L et  (M,  d ) b e  a  c o m p a ct  m et ri c  s p a c e  wit h  at  l e a st t w o p oi nt s,  X  ⊂  M  
c o m p a ct,  a n d  g  : M  →  X  m e a s u r a bl e.  L et  ϵ  ≥  0  a n d  a s s u m e  d (x,  g (x )) ≤  ϵ  f o r all  x  ∈  M . 
L et  π  ∈  P (M ) a n d  t a k e π X  : = g ∗ π  ∈  P (X ). T h e n  

3 ϵ  
F ( M, d ) ( π )  −  F ( X, d ) ( π X  )  ≤  ,

ν ( M, d )  

w h e r e  ν ( M, d )  i s t h e s y n c h r o n y  n o r m ali z ati o n  c o n st a nt  of  (M,  d ). 

P r o of.  A s s u m e  f r st  t h at  X  al s o  c o nt ai n s  at  l e a st t w o  p oi nt s,  s o  t h at  b ot h  ν ( M, d )  a n d  
ν ( X, d )  a r e  st ri ctl y  g r e at e r  t h a n  z e r o.  L et  W 2 ( π,  µ ) b e  t h e  W a s s e r st ei n- 2  di st a n c e  b et w e e n  
π,  µ  ∈  P (M ). F o r  a n y  m e a s u r e  π  o n  M , d e f n e  

V  (π ) : = V a r ( M, d ) ( π ) 1 / 2  =  i nf W 2 ( π,  δ α ) , 
α ∈ M  

a n d  al s o  l et 

ν  : = ν ( M, d )  =  s u p  V  (π ). 
π ∈ P ( M )  

Li k e wi s e,  f o r a n y  m e a s u r e  π X  o n  X , d e f n e  

V X  ( π X  )  : = V a r ( X, d ) ( π X  )
1 / 2  =  i nf W 2 ( π X  , δx ) , 

x ∈ X  

a n d  al s o  l et 
ν X  : = ν ( X, d )  =  s u p  V X  ( π X  ) . 

π X  ∈ P ( X )  

Fi r st,  n ot e  t h at  f o r a n y  m e a s u r e  π  o n  M , t h e r e  i s a  c o u pli n g,  γ 0  ∈  Γ[ π,  π X  ] ( wit h  
m a r gi n al s  e q u al  t o π  a n d  π X  )  s u p p o rt e d  o n  t h e  g r a p h  of  g , i. e., t h e  s et  g r a p h( g )  =  
{ (x,  g (x )) ∈  M  ×  X  | x  ∈  M } . T h e n,  si n c e  d (x,  g (x )) ≤  ϵ  f o r all  x , w e  h a v e  

� Z  � 1 / 2  

W 2 ( π,  π X  )  =  i nf d (x,  y ) 2  d γ ( x,  y ) 
γ ∈ Γ[ π, π X  ] M × X

� Z  � 1 / 2  

≤  d (x,  y ) 2  d γ 0 ( x,  y ) 
M × X  

Z ! 1 / 2  

=  d (x,  y ) 2  d γ 0 ( x,  y ) 
g r a p h ( g )  

� Z  � 1 / 2  

≤  ϵ 2  d γ 0 ( x,  y ) 
M × X  

=  ϵ.  
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T h e n,  b y  t h e  t ri a n gl e  i n e q u alit y, f o r a n y  α  ∈  M , a n d  a n y  π  ∈  P (M ), w e  h a v e  t h at  

W 2 ( π,  δ α )  ≤  W 2 ( π X  , δα )  +  W 2 ( π,  π X  )  ≤  W 2 ( π X  , δα )  +  ϵ.  

T a ki n g  t h e  i n f m u m o v e r  all  α  i n M , w e  o bt ai n  

V  (π ) ≤  i nf W 2 ( π X  , δα )  +  ϵ  
α ∈ M  

≤  i nf W 2 ( π X  , δx )  +  ϵ  ( D. 1)  
x ∈ X  

=  V X  ( π X  )  +  ϵ.  

N o w  o b s e r v e  t h at  f o r a n y  α  i n M  a n d  π  o n  M , t h e  t ri a n gl e  i n e q u alit y gi v e s  

W 2 ( π X  , δg ( α ) )  ≤  W 2 ( δ g ( α ) , δα )  +  W 2 ( π,  δ α )  +  W 2 ( π,  π X  )  

≤  W 2 ( π,  δ α )  + 2 ϵ.  

C h o o si n g  α ∗  s u c h  t h at  W 2 ( π,  δ α ∗  )  =  V  (π ), w e  s e e  t h at  

V X  ( π X  )  =  i nf W 2 ( π X  , δx )  ≤  W 2 ( δ g ( a  ∗ ) ,  πX  )  ≤  W 2 ( δ a  ∗  ,  π)  + 2 ϵ  =  V  (π )  + 2 ϵ.  ( D. 2)  
x ∈ X  

C o m bi ni n g  i n e q u aliti e s ( D. 1)  a n d  ( D. 2),  w e  o bt ai n  

|V  (π ) −  V X  ( π X  ) |  ≤ 2 ϵ.  ( D. 3)  

N o w  l et π  ′ b e  a  m e a s u r e  o n  X . C h o o s e  α ∗  i n M  s u c h  t h at  V  (π  ′ )  =  W 2 ( π  ′ , δa  ∗  ).  T h e n  

V X  ( π  ′ )  =  i nf W 2 ( π  ′ , δx )  ≤  W 2 ( π  ′ , δg ( α ∗ ) )  ≤  W 2 ( π  ′ , δα ∗  )  +  ϵ  =  V  (π  ′ )  +  ϵ.  
x ∈ X  

T a ki n g  t h e  s u p r e m u m  o v e r  π  ′ o n  X , w e  o bt ai n  

ν X  ≤  s u p  V  (π  ′ )  +  ϵ  ≤  s u p  V  (π  ′ )  +  ϵ  =  ν  +  ϵ.  ( D. 4)  
π  ′ ∈ P ( X )  π  ′ ∈ P ( M )  

N o w  t a ki n g  s u p r e m u m  o v e r  all  π  o n  M  i n ( D. 1),  w e  al s o  h a v e  

ν  ≤  ν X  +  ϵ.  ( D. 5)  

C o m bi ni n g  i n e q u aliti e s ( D. 4)  a n d  ( D. 5),  w e  s e e  t h at  

|ν  −  ν X  |  ≤ ϵ.  ( D. 6)  

4 3  



Fi n all y,  b y  E q.  ( D. 3)  a n d  E q.  ( D. 6)  w e  c o n cl u d e  t h at  

1 1  
F ( M, d ) ( π )  −  F ( X, d ) ( π X  )  =  V  (π ) −  V X  ( π X  )

ν ν X  

1  
=  |ν X  V  ( π ) −  ν V X  ( π X  ) |

ν  · ν X  

1  
≤ | ν X  V  ( π ) −  ν X  V X  ( π X  ) |

ν  · ν X  

1  
+  |ν X  V X  ( π X  )  −  ν V X  ( ν X  ) |

ν  · ν X  

1 1  
≤ | V  (π ) −  V X  ( π X  ) | +  |ν X  −  ν |

ν ν  
3 ϵ  

≤  ,
ν  

w hi c h  f ni s h e s  t h e  p r o of  f o r t h e  c a s e  t h at  X  c o nt ai n s  at  l e a st t w o  p oi nt s.  
If X  =  { s }  c o n si st s  of  a  si n gl e  st at e,  t h e n  

1  
F ( M, d ) ( π )  −  F ( X, d ) ( π X  )  =  V  (π ) −  1  

ν  

1  
=  |V  (π ) −  ν |

ν  
≤  1 , 

si n c e  | V a r( π ) −  ν |  ≤ ν . B ut  i n t hi s  c a s e  ϵ  ≥  m a x α ∈ M  d ( α,  s ), a n d  s o  

ν  =  s u p  V  (π ) 
π ∈ P ( M )  

� Z  � 1 / 2  

=  s u p  i nf d (x,  y ) 2  d π ( x ) 
y ∈ Mπ ∈ P ( M )  M  

� Z  � 1 / 2  

≤  s u p  d (x,  s ) 2  d π ( x ) 
π ∈ P ( M )  M  

� Z  � 1 / 2  

≤  s u p  ϵ 2  d π ( x ) 
π ∈ P ( M )  M  

� Z  � 1 / 2  

=  s u p  ϵ  d π (x ) 
π ∈ P ( M )  M  

=  ϵ.  

T h e r ef o r e  1  ≤  ϵ / ν  <  3 ϵ / ν , a n d  t h e  c o n cl u si o n  still  h ol d s.  
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E  P r o of  of  P r o p o si ti o n  6  

L e m m a  1.  L et  C  b e  a  ci r c ul a nt,  p  ×  p  m at ri x  i n d e x e d b y  0 , . . . , p −  1 , s o  t h at t h e i-t h 
r o w,  C [i, :], i s t h e c y cli c  s hift  of  C [ 0, :] b y  i i n di c e s t o t h e ri g ht,  i. e., C [i, j ]  = C [ 0, (j  −  i) 
m o d  p ] f o r i, j  = 0 , . . . , p −  1 . L et  1  ∈  R p  b e  t h e ( c ol u m n )  v e ct o r  of  all  1’ s.  T h e n  f o r a n y  
( c ol u m n )  v e ct o r  v  ∈  R p , 1 T  C v  =  C (1 T  v ) , w h e r e  C  i s t h e c o n st a nt  r o w  ( a n d  c ol u m n )  s u m  
of  C . I n p a rti c ul a r,  if v  i s a  p r o b a bilit y  v e ct o r  (it s  c o m p o n e nt s  a r e  n o n- n e g ati v e  a n d  s u m  
t o 1 ),  t h e n 1 T  C v  =  C  a n d  i s i n d e p e n d e nt of  v . 

P r o of.  

!  
p − 1  p − 1X  X  

1 T  C v  =  C [i, j ]v [i] 
j = 0  i= 0

   
p − 1  p − 1X  X

 =  C [i, j ]v [i] 
i= 0  j = 0

    
p − 1  p − 1X  X

  =  v [i] C [i, j ] 
i= 0  j = 0  

p − 1X  
=  v [i]C  

i= 0  

p − 1X  
=  C  v [i] 

i= 0  

=  C (1 T  v ) . 

P  
L e m m a  2.  A s s u m e  p − 1  =  p λ . If t h e r e e xi st s  a j  s u c h  t h at a j  ≠  λ , t h e n t h e r e e xi st si= 0  a i 

a k  <  λ . 

P r o of.  If a j  <  λ , t h e  st at e m e nt  if t r u e,  t a ki n g  k  =  j . S o  a s s u m e  a j  >  λ . If a i ≥  λ  f o r all  
i ≠  j , t h e n  

X  
p λ  =  a j  +  a i 

i≠ j  

≥  a j  +  λ (p  −  1)  

= ⇒  a j  ≤  λ,  

a  c o nt r a di cti o n.  T h u s,  a g ai n  t h e r e  e xi st s  a k  <  λ . 
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P r o p o si ti o n  6.  S u p p o s e  (S 1 , dp )  i s a  di s c r et e  ci r cl e,  a n d  l et π ∗  b e  t h e u nif o r m  di st ri b uti o n  p  

o n  S 1  . T h e n  f o r all  π  ∈  P (S 1 )p p  

V a r  (π ) ≤  V a r  (π  ∗  ) . 

P r o of.  Fi r st  r e c all  t h at  f o r a n y  π  ′ ∈  P (M ). 

p − 1XZ  

V a r( π  ′ )  =  i nf d (x,  α ) 2 d π  ′ ( x )  =  mi n  C [i, j ]π  ′ [j ], 
α ∈ M i∈ { 0 ,..., p− 1 }M  j = 0  

w h e r e  C [i, j ]  = d (i, j ) 2  =  mi n( |i −  j |/ p,  1  − | i −  j |/ p ) 2  i s t h e  p  ×  p  ci r c ul a nt  c o st  m at ri x  of  
t h e  o pti m al  t r a n s p o rt  p r o bl e m,  e n c o di n g  t h e  s q u a r e d  ci r c ul a r  di st a n c e s  b et w e e n  all  p ai r s  
of  st at e s.  T hi s  f oll o w s f r o m t h e  o b s e r v ati o n  t h at  t h e  i-t h c o m p o n e nt  of  t h e  v e ct o r  C π  ′ i s 
t h e  W a s s e r st ei n- 2  di st a n c e  b et w e e n  π  ′ a n d  t h e  d elt a  di st ri b uti o n  c o n c e nt r at e d  o n  st at e  i. 
T h u s,  t h e  g e n e r ali z e d  v a ri a n c e  of  π  ′ P i s si m pl y  t h e  s m all e st  c o m p o n e nt  of  t h e  v e ct o r  C π  ′ . 

p − 1  mi n( i / p, 1  −  i / p) 2  
i= 0L e t  C  =  b e  t h e  c o n st a nt  r o w  s u m  of  C . T h e n,  f o r t h e  u nif o r m  

1  Cm e a s u r e,  π  =  p  1 , t h e  v e ct o r  C π  =  p  1 , h a s  c o n st a nt  c o m p o n e nt s  ( si n c e  C  i s ci r c ul a nt),  
all  e q u al  t o C / p . T h e r ef o r e  V a r( π )  =  C / p . P  

L et  π  ′ b e  a n y  p r o b a bilit y  di st ri b uti o n  o n  M . T h e n  p − 1  C π  ′ [i]  = C , b y  L e m m a  1.  Ifi= 0  

t h e r e  e xi st s  j  s u c h  t h at  C π  ′ [j ] ≠  C / p , t h e n  t h e r e  m u st  e xi st  k  s u c h  t h at  C π  ′ [k ] <  C / p  
b y  L e m m a  2.  T h u s  V a r( π  ′ )  <  C / p  =  V a r( π ) if n ot  all  c o o r di n at e s  of  C π  ′ a r e  e q u al.  N o w  
a s s u m e  t h at  all  c o o r di n at e s  of  C π  ′ a r e  e q u al  (t o  s a y  λ ). T h e n  C  =  p λ  = ⇒  λ  =  C / p  a n d  
t h e r ef o r e  V a r( π  ′ )  =  V a r( π ). I n eit h e r  c a s e,  V a r( π  ′ )  ≤  V a r( π ). 

R e m a r k  1 . T h e  c o n diti o n  t h at  g u a r a nt e e s  t h e  u nif o r m  di st ri b uti o n  will  h a v e  m a xi m al  g e n -
e r ali z e d  v a ri a n c e  i n t h e  p r o of  of  P r o p o siti o n  6  i s t h at  t h e  di st a n c e  m at ri x  f o r a  di s c r et e  
u nif o r m  ci r cl e  s p a c e  i s ci r c ul a nt.  T h e  di st a n c e  m at ri x,  a n d  t h u s  t h e  W a s s e r st ei n- 2  c o st  
m at ri x,  f o r g e n e r al  di s c r et e  ci r cl e  s p a c e s  a s  d e f n e d  i n E x a m pl e  5,  n e e d  n ot  b e  ci r c ul a nt  
a n d  f o r t hi s  r e a s o n  t h e  u nif o r m  di st ri b uti o n  n e e d  n ot  m a xi mi z e  a s y n c h r o n y  i n s u c h  s p a c e s.  

E v e n  f o r s p a c e s  w h o s e  di st a n c e  m at ri x  i s ci r c ul a nt,  t h e  o nl y  g u a r a nt e e  m a d e  b y  P r o p o -
siti o n  6  i s t h at  t h e  u nif o r m  di st ri b uti o n  will  m a xi mi z e  a s y n c h r o n y,  n ot  t h at  it i s t h e  u ni q u e  
m a xi mi z e r.  F o r  e x a m pl e,  c o n si d e r  t h e  4- st at e  s p a c e  wit h  ci r c ul a nt  W a s s e r st ei n- 2  c o st  m a -
t ri x: 

C  =  

  



  

0 1 2 1  
1 0 1 2  
2 1 0 1  
1 2 1 0  

  



 . 

T h e n  C π  =  C π  ′ =  [ 1, 1 , 1 , 1],  f o r π  =  [ 1/ 4 , 1 / 4 , 1 / 4 , 1 / 4]  a n d  π  ′ =  [ 1/ 2 , 0 , 1 / 2 , 0].  T h u s  
t h e  m a xi m u m  g e n e r ali z e d  v a ri a n c e,  w hi c h  i n t hi s  c a s e  i s 1,  i s n ot  s ol el y  a c hi e v e d  b y  t h e  
u nif o r m  di st ri b uti o n.  

U ni q u e n e s s  of  t h e  m a xi mi z e r  w o ul d  b e  i m pli e d if w h e n e v e r  C π  h a s  c o n st a nt  c o m p o -
n e nt s,  t h e n  π  h a d  c o n st a nt  c o m p o n e nt s.  B y  t h e  p r e c e e di n g  e x a m pl e,  w e  h a v e  t o a p p e al  
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t o m o r e  t h a n  ci r c ul a rit y  of  C  t o g u a r a nt e e  t hi s  i m pli c ati o n. F o r  e x a m pl e,  if C  i s ci r c u -
l a nt a n d  i n v e rti bl e, wit h  r o w  s u m  C , t h e n  t h e r e  will  of  c o ur s e  b e  a  u ni q u e  s ol uti o n  t o 
C π  =  [ 1, . . . , 1],  gi v e n  b y  π  =  C − 1 [ 1, . . . , 1]  =  1 / C , t h e  u nif o r m  di st ri b uti o n  ( aft e r  n o r -
m ali z ati o n).  If a n d  w h y  t h e  p a rti c ul a r  W a s s e r st ei n- 2  c o st  m at ri x  f o r t h e  di s c r et e  u nif o r m  
ci r c ul a r  s p a c e  i s i n v e rti bl e i s b e y o n d  t h e  s c o p e  of  t hi s  p a p e r.  
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F  P r o of  of  P r o p o si ti o n  7  

P r o p o si ti o n  7.  F o r  a  f nit e  m et ri c  s p a c e  (M,  d ) wit h  p  st at e s,  t h e di st ri b uti o n  wit h  m a xi -
m al  v a ri a n c e  c a n  b e  d et e r mi n e d  b y  a  li n e a r p r o g r a m  ( L P )  i n p  + 1  v a ri a bl e s,  wit h  1  e q u alit y  
c o n st r ai nt  a n d  2 p  i n e q u alit y c o n st r ai nt s.  

P r o of.  L et  M  =  { 0 , . . . , p −  1 }  b e  a  f nit e  m et ri c  s p a c e  wit h  W a s s e r st ei n- 2  c o st  m at ri x  
C [i, j ] F o r  e a c h  0  ≤  i ≤  p  −  1,  l et f i : R

p  →  R  b e  t h e  li n e a r f u n cti o n f i ( π )  =P d (i, j ) 2=  . 
p − 1  C [i, j ]π [j ]. I n ot h e r  w o r d s,  if π  i s a  p r o b a bilit y  v e ct o r,  t h e n  f i ( π ) m e a s u r e s  t h ej = 0  

s q u a r e d  W a s s e r st ei n- 2  di st a n c e  b et w e e n  π  a n d  δ i =  [ 0, . . . , 1 , . . . , 0].  T h e n  t h e  o pti mi z ati o n  
p r o bl e m 

  

  


  


( F. 1)  

p − 1  

mi n  C [i, j ]π [j ] 
X  

ν 2  
( M, d )  =  m a x  

π ∈ P ( M )  0 ≤ i≤ p − 1  
j = 0  

c a n  b e  r e c a st  a s  a  li n e a r p r o g r a m mi n g  p r o bl e m  

X  

m a xi mi z e:  t 

s u bj e ct  t o: t ≤  f i ( π ) 

p − 1  
( F. 2)

π [i]  = 1 

P  

i= 0  

π [i] ≥  0 . 

T h e  v a ri a bl e  t pl a y s  t h e  r ol e  of  t h e  g e n e r ali z e d  v a ri a n c e  t h at  w e  a r e  att e m pti n g  t o m a xi -
mi z e.  T h u s,  t h e  i n e q u alit y c o n st r ai nt s  t ≤  f i ( π ) e nf o r c e  t h e  c o n diti o n  t h at  t h e  g e n e r ali z e d  
v a ri a n c e  of  a  p r o b a bilit y  di st ri b uti o n  ( v e ct o r)  π  d e p e n d s  o nl y  o n  t h e  mi ni m al  W a s s e r st ei n- 2  

p − 1  π [i] =  1  a n d  π [i] ≥  0i= 0di st a n c e  b et w e e n  π  a n d  a n y  d elt a  di st ri b uti o n.  T h e  c o n st r ai nt s  
e n s u r e  o pti mi z ati o n  i s d o n e  o nl y  o v e r  p r o b a bilit y  v e ct o r s.  ( F. 2)  c a n  t h e n  b e  w ritt e n  i n a  
m o r e  st a n d a r d  f o r m a s  a  mi ni mi z ati o n  L P  p r o bl e m  

⊺mi ni mi z e  c  x  

s u bj e ct  t o A u b x  ≤  [ 0, . . . , 0]  

A e q x  =  1  
( F. 3)  

0  ≤  x [i], i = 0 , . . . , p −  1  

w h e r e  x  = [ π [ 0], . . . , π[p − 1] , t] ∈  R p + 1  i s t h e  v e ct o r  of  u n k n o w n s,  c  =  [ 0, . . . , 0 , − 1]  ∈  R p + 1  , 
A u b  = [ − C ; 1 ] ∈  R p × ( p + 1 )  i s t h e  n e g ati v e  W a s s e r st ei n- 2  c o st  m at ri x  a dj oi n e d  a  c ol u m n  of  
1 s,  a n d  t h e  e q u alit y  c o n st r ai nt  A e q  =  [ 1, . . . , 1 , 0]  e n s u r e s  π  i s a  p r o b a bilit y  v e ct o r.  
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G  S q u a r e d  W a s s e r s t ei n- 2  di s t a n c e  b e t w e e n  a n  e m -

pi ri c al  di s t ri b u ti o n  a n d  d el t a  di s t ri b u ti o n s  o n  

t h e  ci r cl e  

Fi g ur e  G. 1:  T h e  s q u ar e d  W ass erst ei n- 2  dist a n c e  b et w e e n  a n  e m piri c al  distri b uti o n,  
1  

P 1 0π  =  δ x i  
, x i ∈  [ 0, 1)  ( bl u e d ots)  a n d  δ α  a s  a  f u n cti o n of  α  ∈  [ 0, 1).  T h e

1 0  i= 1  

s q u ar e d  dist a n c e  is c o n v e x  b et w e e n  a nti p o d al  p oi nts  a (x i )  = (x i + 1 / 2)  m o d  1  ( gr e e n 
s q u ar es).  T h e  b ar y c e nt er  of  π  (r e d st ar) is t h e gl o b al  mi ni m u m  of  t h e s q u ar e d  dis -
t a n c e f u n cti o n, f o u n d b y  e v al u ati n g  W  2 (π,  δ α i  

)  at  c a n di d at e  b ar y c e nt ers  { α i }  d et er -2  

mi n e d  b y  Al g orit h m  H. 1.  All  p oi nts  i n [ 0, 1) ar e  pl ott e d  o n  t h e gr a p h  of  t h e dist a n c e  
f u n cti o n t o ai d  vis u ali z ati o n.  

4 9  
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H  P r o of  of  P r o p o si ti o n  8  
1  P  nP r o p o si ti o n  8.  L et  π  =  b e  a n  e m pi ri c al  di st ri b uti o n  o n  t h e ci r cl e  of  ci r c u m -n i= 1  δ x i  

f e r e n c e 1,  s u p p o rt e d  o n  { x i }
n
i= 1  ⊂  [ 0, 1) . T h e n  F  (π ) i s c o m p ut a bl e  i n at  m o st  2 n  + 1  

e v al u ati o n s  of  W 2
2 ( δ α , π). 

P r o of.  R e c all  t h at  i n t hi s  s p a c e  

nX  
W 2

2 ( δ α , π)  =  
1  

d (x i ,  α)
2  

n  
i= 1  
nX1  

=  mi n( |x i −  α |, 1  − | x i −  α |) 2  

n  
i= 1  

(
nX1  |x i −  α |2  , if |x i −  α |  ≤ 1 / 2  

=  ( H. 1)  
n  ( 1 − | x i −  α |) 2  , if |x i −  α | >  1 / 2 .

i= 1  

L e t  t h e  f u n cti o n f x i  ( α )  : = d (x i ,  α)
2  m e a s u r e  t h e  s q u a r e  W a s s e r st ei n- 2  c o st  of  m o vi n g  t h e  

d elt a  di st ri b uti o n  at  x i t o  a  d elt a  di st ri b uti o n  at  α . T o  c o m p ut e  t h e  g e n e r ali z e d  b a r y c e nt e r  
of  π , w e  f r st  o b s e r v e  t h at  f o r e a c h  x i , t h e  f u n cti o n f x i  ( α )  i s di f e r e nti a bl e  o n  t h e  i nt e r v al s 
[x i , a(x i ) )  a n d  (a (x i ) , xi ], w h e r e  a (x i )  = ( x i + 1 / 2)  m o d  1  d e f n e s  t h e  a nti p o d al  p oi nt  of  
x i , a n d  i nt e r v al s a r e  a s s u m e d  t o w r a p  m o d ul o  1.  M o r e  p r e ci s el y,  t h e  d e ri v ati v e  of  t h e  i-t h 
t e r m  i n E q.  ( H. 1)  i s 

(  
df x i  

2 ( α  −  x i ) , if |x i −  α | <  1 / 2  
(α )  =  

d α  2( si g n( x i −  α ) −  (x i −  α )) , if |x i −  α | >  1 / 2 . 

B y  c o m p uti n g  t h e  s e c o n d  d e ri v ati v e  a w a y  f r o m a (x i ),  d
2 f x i  / d α 2 ( α ) =  2,  w e  s e e  t h at  f x i  i s 

c o n v e x  wit h  r e s p e ct  t o α  o n  e a c h  [x i , a(x i ) )  a n d  (a (x i ) , xi ]. T h u s,  o n  e a c h  i nt e r v al b et w e e n  
c o n s e c uti v e  a nti p o d al  p oi nt s,  W 2

2 ( π,  δ α )  i s al s o  c o n v e x,  a s  it i s t h e  s u m  of  c o n v e x  f u n cti o n s. 
L et  x,  y,  z  ∈  [ 0, 1),  a n d  a s s u m e  wit h o ut  l o s s of  g e n e r alit y  t h at  a (x ) ≤  a (y ). If a (z ) ∈/  

(a (x ), a(y )), t h e n  |z  −  α | <  1 / 2  f o r all  α  ∈  (a (x ), a(y )) o r  |z  −  α | >  1 / 2  f o r all  α  ∈  
(a (x ), a(y )). If t h e r e  e xi st  p oi nt s  α < ,  α>  ∈  ( a (x ), a(y )) s u c h  t h at  |z  −  α < | <  1 / 2  a n d  
|z  −  α > | >  1 / 2,  t h e n  t h e r e  m u st  e xi st  α =  ∈  ( a (x ), a(y )) s u c h  t h at  |z  −  α = | = 1 / 2  b y  t h e  
i nt e r m e di at e v al u e  t h e o r e m.  B ut  t h e n  a (z )  =  α =  ∈  ( a (x ), a(y )), a  c o nt r a di cti o n.  T h u s  
t h e  k -t h t e r m  i n d W 2

2 ( π,  δ α ) / d α  will  b e  d e f n e d  eit h e r  b y  2( si g n( x k  −  α ) −  (x k  −  α ))  o r  
2( α  −  x k )  f o r all  α  ∈  (a (x i ) , a(x j  ) )  a n d  f o r e v e r y  i, j,  k . F u rt h e r m o r e,  if x k  ∈  ( a (x i ) , a(x j  ) ),  
t h e n  |x k  −  α | <  1 / 2  f o r all  α  ∈  (a (x i ) , a(x j  ) )  si n c e  ot h e r wi s e,  a g ai n,  t hi s  w o ul d  i m pl y 
a (x k )  ∈  (a (x i ) , a(x j  ) ).  T h e  s a m e  r e a s o ni n g  a p pli e s  t o t h e  i nt e r v al s ( 0, a(x i ) )  a n d  (a (x j  ) , 1),  
if n o  ot h e r  a nti p o d al  p oi nt s  a r e  i n t h o s e  i nt e r v al s. T h u s,  t h e  f u n cti o n al f o r m of  t h e  k -t h t e r m  
i n t h e  d e ri v ati v e  d W 2

2 ( π,  δ α ) / d α  c a n  b e  d et e r mi n e d  o n  e a c h  i nt e r v al i n t h e  a nti p o d al- p oi nt -
p a rtiti o n  of  [ 0, 1) si m pl y  b y  c h e c ki n g  t h e  p r o xi mit y  of  x k  t o  a  p a rti c ul a r  α  ∈  (a (x i ) , a(x j  ) )  
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a n d  t h e  si g n( x k  −  a (x i ) ) . F o r  e x a m pl e,  t h e  k -t h t e r m  of  t h e  d e ri v ati v e  will  b e  

2( α  −  x k ) , if |x k  −  ( a (x i )  +  a (x j  ) ) / 2 |  ≤ 1 / 2  

2( − 1  +  α  −  x k ) , if |x k  −  ( a (x i )  +  a (x j  ) ) / 2 | >  1 / 2  a n d  x k  ≤  a (x i )  

2( 1  +  α  −  x k ) , if |x k  −  ( a (x i )  +  a (x j  ) ) / 2 | >  1 / 2  a n d  x k  > a (x i ) . 

2
2 ( π,  δ α )  willB y  c o n v e xit y,  a  gl o b al  mi ni m u m  o n  e a c h  a nti p o d al  p oi nt  i nt e r v al of  W  

eit h e r  h a v e  v a ni s hi n g  d e ri v ati v e  o r  will  b e  a n  a nti p o d al  p oi nt.  S o  c a n di d at e s  f o r t h e  gl o b al  
mi ni m u m  c a n  b e  d et e r mi n e d  b y  s ol vi n g  d W 2

2 ( π,  δ α ) / d α = 0  f o r α . B y  t h e  a b o v e  di s c u s si o n  
2
2 ( π,  δ α ) / d α  i s a  s u m  of  n  t e r m s  of  t h et hi s  c a n  b e  d o n e  e f ci e ntl y  a n d  e x a ctl y  si n c e  d W  

f o r m 2( α  −  x k ),  2( − 1  +  α  −  x k ),  o r  2( 1  +  α  −  x k ).  T h e  e q u ati o n  will  t h u s  al w a y s  h a v e  
a  u ni q u e  s ol uti o n  of  t h e  f o r m α  =  x / n , w h e r e  x  i s t h e  s u m  of  all  x k  a n d  t h e  di f e r e n c e  
b et w e e n  t h e  n u m b e r  of  p oi nt s  x k  ≤  a (x i )  a n d  t h e  n u m b e r  of  p oi nt s  x k  > a (x i ),  f o r t h o s e  
x k  w h o s e  di st a n c e  t o t h e  i nt e r v al i s n ot  l e s s t h a n  1 / 2.  N ot e  t h at  a  c riti c al  v al u e  m a y  
f all o ut si d e  it s p a rtiti o n  i nt e r v al i n w hi c h  it i s a  p r o p o s e d  mi ni m u m.  T h e s e  a r e  n ot  v ali d  
c a n di d at e  s ol uti o n s  a n d  s o  n e e d  n ot  b e  e v al u at e d  a s  a  p ot e nti al  b a r y c e nt e r s.  I n t h e s e  c a s e s,  
t h e  mi ni m al  v al u e  of  W 2

2 ( π,  δ α )  o v e r  a  p a rtiti o n  i nt e r v al will  o c c u r  at  o n e  of  t h e  e n d p oi nt s  
of  t h e  i nt e r v al. P s e u d o- c o d e  of  t h e  al g o rit h m  d et e r mi ni n g  t h e  c a n di d at e  b a r y c e nt e r s  i s 
p r o vi d e d  i n Al g o rit h m  H. 1.  

T h u s  t h e  e x a ct  s ol uti o n  c a n  b e  f o u n d i n at  m o st  2 n  +  1  e v al u ati o n s  of  ( 5. 2):  t h e r e  a r e  
at  m o st  n  +  1  v ali d  c a n di d at e  s ol uti o n s  t o d W 2

2 ( π,  δ α ) / d α  =  0,  a n d  at  m o st  n  a nti p o d al  
i nt e r v al e n d  p oi nt s;  W 2

2 ( π,  δ α ) ( 0)  =  W 2
2 ( π,  δ α ) ( 1),  s o  o nl y  o n e  of  t h e s e  n e e d s  t o b e  c h e c k e d  

a s  a  gl o b al  mi ni m u m.  E m pi ri c al  e vi d e n c e  s u g g e st s  t h at  f o r u nif o r ml y  r a n d o m  d at a,  t h e  
e x p e ct e d  n u m b e r  of  c a n di d at e  s ol uti o n s  t h at  f all wit hi n  t h ei r  d e f ni n g  i nt e r v al s g r o w s  cl o s e  

√ 2
2 ( π,  δ α )  r e m ai n st o n  ( Fi g.  I. 1), t h o u g h  t h e  e x p e ct e d  t ot al  n u m b e r  of  e v al u ati o n s  of  W  

O (n ). 
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Al g o ri t h m  H. 1  C o m p ut es  c a n di d at e  b ar y c e nt ers  of  a n  e m piri c al  distri b uti o n,  π  =P  n  / n  o n  t h e cir cl e,  [ 0, 1)  ∼=  S 1  .i= 1  δ x i  

I n p u t:  x  ▷  S u p p ort  of  π : A  l e n gt h-n  A R R A Y  of  F L O A T S  i n [ 0, 1). 
O u t p u t:  c a n di d a t e B a r y c e n t e r s  

1:  a x  ←  [ 0, 1]  
2:  a x  ←  a x .A P P E N D(( x  +  

2
1  ) m o d  1)  

3:  a x  ←  S O R T( U NI Q U E( a x )) ▷  S ort e d  a nti p o d al  p oi nt  p artiti o n  of  [ 0, 1). 
4:  M  ←  l e n gt h(a x ) 
5:  c a n di d a t e B a r y c e n t e r s  ←  A R R A Y[ 1  : M  −  1]  of  F L O A T S  
6:  f o r j  ←  1  t o M  −  2  d o  
7:  s ←  a x [j ] ▷  P artiti o n  i nt er v al e n d p oi nts.  
8:  e  ←  a x [j  +  1]  
9:  c a n di d at e  ←  S U M( x ) 

1 0:  c a n di d at e  ←  c a n di d at e  +  C O U N T( x  −  (s  +  e )/ 2  ≥  0 .5  A N D  x  ≤  s ) 
1 1:  c a n di d at e  ←  c a n di d at e  −  C O U N T( x  −  (s  +  e )/ 2  ≥  0 .5  A N D  x  >  s) 
1 2:  c a n di d at e  ←  ( c a n di d at e/ n ) m o d  1  
1 3:  if c a n di d at e  < s  O R  c a n di d at e  > e  t h e n  ▷  I n v ali d c a n di d at e.  
1 4:  c a n di d a t e B a r y c e n t e r s [j ] ←  N a N  
1 5:  el s e  
1 6:  c a n di d a t e B a r y c e n t e r s [j ] ←  c a n di d at e  

c a n di d a t e B a r y c e n t e r s  ←  c a n di d a t e B a r y c e n t e r s .A P P E N D( a x ) 
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I  E m pi ri c al  g r o w t h  of  t h e  n u m b e r  of  v ali d  c a n di -

d a t e  b a r y c e n t e r s  of  u nif o r ml y  r a n d o m  e m pi ri c al  

di s t ri b u ti o n s  o n  t h e  ci r cl e  

3 4 5 6 7 8 9 1 0 1 1

N u m b e r of P oi n t s ( x =l o g 2( n))
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Fi g ur e  I. 1: E m piri c al  gr o wt h  of  t h e n u m b er  of  v ali d  c a n di d at e  b ar y c e nt ers  of  u ni -
f or ml y r a n d o m e m piri c al  distri b uti o ns  o n  t h e cir cl e.  
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J  P.  f al ci p a r u m  s t r ai n- s p e ci f c  m o r p h ol o gi c al  s t a g e  

s t a t e  s p a c e s  

P.  f al c. 
Str ai n  

Ri n g- Tr o p h.  
T hr es h ol d  

Tr o p h.- S c hi z.  
T hr es h ol d  

P eri o d  
( h o urs) 

3 D 7  0. 3 1 2  0. 6 0 2  3 9  
D 6  0. 4 7 8  0. 6 2 9  3 6  
F V O  0. 5 7 1  0. 7 9 7  4 3  
S A 2 5 0  0. 4 1 9  0. 6 8 0  5 4  
H B 3  0. 3 9 0  0. 6 5 7  4 6  

T a bl e  J. 1:  M o d el-i nf err e d  p h as es  d et er mi ni n g  tr a nsiti o ns b et w e e n  P.  f al ci p a r u m dis -
cr et e  m or p h ol o gi c al  st a g es  a n d  str ai n-s p e ci f c  d e v el o p m e nt al  c y cl e  p eri o ds,  as  r e-
p ort e d  i n [ 1 8]. 

T h e  t h r e s h ol d s  i n T a bl e  J. 1  m o d el  st r ai n- s p e ci f c  s u bi nt e r v al s  e n c o di n g  I E C p h a s e s  
, θs t r ai n(f r a cti o n  of  t h e  I E C) c o r r e s p o n di n g  t o ri n g  st a g e,  [ 0, θs t r ai n ),  t r o p h o z oit e  st a g e  [θ s t r ai n  ),r t  r t t s  

a n d  s c hi z o nt  st a g e  [θ s t r ai n  , 1).  B u r sti n g  a n d  r ei n v a si o n  i s a s s u m e d  t o o c c u r  at  p h a s e  0,  a n dt s  

p h a s e s  a r e  t a k e n  t o b e  i n [ 0, 1). S o,  f o r e x a m pl e,  a  3 D 7  p a r a sit e  wit h  a n  I E C p h a s e  i n 
[ 0, 0. 3 1 2) i s a s s u m e d  t o b e,  m o r p h ol o gi c all y,  i n ri n g  st a g e,  w hil e  a n  H B 3  p a r a sit e  wit h  a n  
c y cl e  p h a s e  i n [ 0. 3 9 0, 0. 6 5 7) i s i n t h e  t r o p h o z oit e  st a g e.  T h e s e  st a g e  i nt e r v al s w e r e  f u rt h e r 
r e f n e d  i nt o e q u al-l e n gt h  e a rl y /l at e,  o r  e a rl y / mi d dl e /l at e  s u b- st a g e s  t o d e f n e  st at e  s p a c e s  
wit h  6  o r  9  st at e s  r e s p e cti v el y  f o r e a c h  st r ai n.  S y n c h r o ni e s  o v e r  ti m e  a s  m e a s u r e d  i n t h e  
ci r cl e  a n d  i n e a c h  di s c r eti z ati o n  of  t h e  ci r cl e  a r e  s h o w n  i n Fi g.  7.  T h e  di st a n c e  m at ri c e s  
D s t r ai n ,6  a n d  D s t r ai n ,9  f o r t h e s e  di s c r et e  ci r c ul a r  st at e  s p a c e s,  a s  d e f n e d  i n E x a m pl e  5,  a r e  
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