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A  C o m p ut ati o n al Fr a m e w or k f or Si m ul ati n g a n d  A n al y zi n g Pri m ar y  At o mi z ati o n i n
El e ctri c all y  C h ar g e d  Di es el-t y p e J ets

Br e n d a n  C hrist e ns e n a ,  Br et  Va n P o p p elb ,  M ar k  O w k esa

a M o nt a n a  St at e  U ni v ersit y,  D e p art m e nt  of  M e c h a ni c al  a n d  I n d ustri al E n gi n e eri n g,  B oz e m a n,  M T,  U S A  
b U nit e d  St at es  Milit ar y  A c a d e m y,  D e p art m e nt  of  Ci vil  a n d  M e c h a ni c al  E n gi n e eri n g,  West  P oi nt,  N Y,  U S A  

A b st r a ct  

A r o b ust c o m p ut ati o n al fr a m e w or k f or si m ul ati n g pri m ar y at o mi z ati o n i n el e ctri c all y c h ar g e d li q ui d h y dr o c ar b o n j ets is d e v el -
o p e d, t est e d a n d d e m o nstr at e d i n t his  w or k. First- pri n ci pl es- b as e d n u m eri c al  m et h o ds d e v el o p e d s p e ci f c all y f or hi g h- f d elit y dir e ct
n u m eri c al si m ul ati o ns of el e ctr o h y dr o d y n a mi c ( E H D) f o ws ar e i m pl e m e nt e d  wit hi n a c o ns er v ati v e f o w s ol v er usi n g a n u ns plit,
g e o m etri c v ol u m e- of- f ui d tr a ns p ort s c h e m e t h at i n cl u d es  E H D e f e cts.  T h e n u m eri c al fr a m e w or k gl o b all y c o ns er v es  m ass,  m o -
m e nt u m, a n d t h e el e ctri c c h ar g e d e nsit y e v e n at t h e g as-li q ui d i nt erf a c e  w h er e dis c o nti n uiti es e xist.  A n o v el a p pr o a c h usi n g a
s e p ar at e  m es h is us e d t o o bt ai n a c c ur at e b o u n d ar y c o n diti o ns of el e ctri c p ot e nti al o n t h e c o m p ut ati o n al d o m ai n. Si m ul ati o ns e m -
pl o y a r e c e ntl y d e v el o p e d p h ysi cs e xtr a cti o n t o ol t h at tr a c ks e v er y br e a k u p a n d c o al es c e n c e e v e nt o c c urri n g d uri n g a n at o mi zi n g
s pr a y.  D at a c h ar a ct eri zi n g t h e at o mi z ati o n pr o c ess es ar e st or e d i n a  N e o 4j gr a p hi c al d at a b as e pr o vi di n g a n e asil y a c c essi bl e f or m at
t o q u er y a n d st u d y t h e at o mi z ati o n pr o c ess.  T h e fr a m e w or k is d e m o nstr at e d i n f v e si m ul ati o ns f o c us e d o n a r e gi o n of i nt er est
r el e v a nt t o pri m ar y at o mi z ati o n a n d v ar yi n g f ui d a n d  E H D p ar a m et ers, c o n fr mi n g t h e r o b ust n ess of t h e  m et h o d ol o g y a n d its t o ols.
St atisti cs f or dr o pl et si z e, br e a k u p a n d c o al es c e n c e e v e nts, o ns et of pri m ar y at o mi z ati o n, a n d s pr a y c o n e a n gl e ar e r e p ort e d f or
all si m ul ati o ns r e v e ali n g e arli er a n d e n h a n c e d li q ui d br e a k u p a n d gr e at er s pr a y dis p ersi o n  wit h i n cr e asi n g el e ctri c c h ar g e. S o m e
c o m p aris o n  wit h e x p eri m e nt al  w or k r e v e als t h e r ol e of el e ctri c str ess i n d e-st a bili zi n g t h e j ets a n d br e a k u p c o nsist e nt  wit h t h e
Pl at e a u- R a yl ei g h  m e c h a nis m.

K e y w or ds:  El e ctr o h y dr o d y n a mi cs,  At o mi z ati o n,  Dir e ct n u m eri c al si m ul ati o n,  D at a e xtr a cti o n,  Vol u m e of Fl ui d  m et h o d

1.  I nt r o d u cti o n  

El e ctr o h y dr o d y n a mi cs is a n i nt er dis ci pli n ar y t o pi c t h at d e -
s cri b es t h e c o m pl e x i nt er a cti o n b et w e e n f ui d  m e c h a ni cs a n d
el e ctri c f el ds, e x pl or e d si n c e  L or d  R a yl ei g h r e v e al e d t h e c o m -
p eti n g f or c es a n d r es ulti n g d y n a mi cs of a li q ui d dr o p t h at is r a -
di all y str ess e d b y a n a p pli e d el e ctri c f el d [ 1 ] a n d s u bs e q u e ntl y
b y  m a n y r es e ar c h ers.  E H D  m a y e n a bl e i m pr o v e d s pr a y c o ntr ol
a n d f n er at o mi z ati o n s o t h at f u el i nj e cti o n s c h e m es c a n b e i n -
e x p e nsi v el y d e v el o p e d f or t h e s m all c o m b usti o n e n gi n e cl ass.
M or e o v er,  E H D  m a y pr o vi d e e f ci e nt e n h a n c e m e nts t o h y dr o -
c ar b o n f u el at o mi z ati o n t h at c o ul d b e n e ft a  m u c h br o a d er r a n g e
of e n gi n es a n d e v e n ot h er, n o n- c o m b usti o n a p pli c ati o ns, s u c h
as p h ar m a c e uti c al c o ati n g a n d  mi cr o- or n a n o-t hi n- fl m d e p osi -
ti o n [2 ].

T h e e n h a n c e m e nt of at o mi z ati o n t hr o u g h t h e i nj e cti o n of
el e ctri c c h ar g e i nt o s e mi-i ns ul ati n g or di el e ctri c li q ui ds h as
dr a w n n ot a bl e i nt er est o v er t h e p ast s e v er al d e c a d es, pr o gr ess -
i n g fr o m pi o n e eri n g  w or k b y  Ta yl or [3 , 4 , 5 , 6 ],  M el c h er [7 , 8 ],
S a vill e [ 9 ],  Ki m a n d  T ur n b ull [1 0 ] a n d ot h ers. K ell y [ 1 1 ] e x -
t e n d e d t h e ori gi n al d e m o nstr ati o n of  Ki m a n d  T ur n b ull.  L e hr
a n d  Hill er [ 1 2 ] us e d e x p eri m e nt al  m et h o ds t o c o n fr m t h e o b -
s er v ati o ns of  Ki m a n d  T ur n b ull, a n d  K ell y, a n d pr e di ct e d a n

E m ail  a d dr ess es:  b r e n d a n . c h r i s t e n s e n @ m o n t a n a . e d u  ( Br e n d a n
C hrist e ns e n), v a n p o p p e l b @ g m a i l . c o m  ( Br et  Va n P o p p el),
m a r k . o w k e s @ m o n t a n a . e d u  ( M ar k  O w k es)

Pr e pri nt  s u b mitt e d  t o I nt er n ati o n al J o ur n al  of  M ulti p h as e  Fl o w  

i nj e ct e d c h ar g e d e nsit y li mit d u e t o t h e o bs er v e d p h e n o m e n o n
of c or o n a dis c h ar g e. S hri m pt o n a n d c o- w or k ers h a v e st u d -
i e d t h e t e c h ni q u e of “ c h ar g e i nj e cti o n ” t hr o u g h e x p eri m e n-
t al [1 3 , 1 4 , 1 5 ] a n d n u m eri c al [1 6 , 1 7 ] i n v esti g ati o ns.

N ot wit hst a n di n g t h es e e f orts, t h e c o m pl e x i nt er a cti o ns
a m o n g el e ctr ost ati c c h ar g e, el e ctri c f el ds, a n d t h e d y n a mi cs
of at o mi zi n g li q ui ds ar e n ot  w ell u n d erst o o d.  C o nsi d eri n g t h e
c h all e n g es a n d e x p e ns e of e x p eri m e nts, hi g h- f d elit y n u m eri c al
si m ul ati o ns s h o ul d b e a bl e t o pr o vi d e s o m e cl arit y t o t h e u n d er -
l yi n g f u n d a m e nt als a n d d y n a mi cs of  E H D at o mi z ati o n.  W hil e
n u m eri c al si m ul ati o ns of r e alisti c li q ui d br e a k u p ar e c o m p ut a -
ti o n all y e x p e nsi v e t o r es ol v e s m all str u ct ur es a n d r e q uir e l ar g e,
p ar all el r es o ur c es t o p erf or m t h es e si m ul ati o ns, r e c e nt a d v a n c es
i n s ci e nti f c c o m p uti n g, n u m eri c al  m et h o ds, a n d st atisti c al t o ols
r e n d er si m ul ati o n a vi a bl e  m et h o d of i n v esti g ati o n.  L e v er a g-
i n g t h es e d e v el o p m e nts, s e v er al n u m eri c al st u di es h a v e b e e n
c o n d u ct e d o v er t h e p ast f e w d e c a d es, i n cl u di n g e arl y  w or k b y
B a y g e nts a n d c o- w or k ers [1 8 ], C olli ns a n d c o- w or k ers [1 9 ],
T o m ar a n d c o- w or k ers [ 2 0 ], F e n g [2 1 , 2 2 ], S h er w o o d [2 3 ], a n d
S hri m pt o n [ 2 4 ]. H u [2 5 ], P a k n e m a nt [2 6 ], H o k m a b a d [2 7 ],
D u [ 2 8 ],  Xi e a n d c o- w or k ers [2 9 ],  D o n g a n d c o- w or k ers [3 0 ],
H ol g at e [ 3 1 ], a n d Fr e d eri c h [3 2 ], a m o n g  m a n y ot h ers, h a v e e x-
pl or e d  E H D s yst e ms f or a r a n g e of el e ctri c al p ar a m et ers, r e p ort -
i n g t w o- di m e nsi o n al r es ults f or  m ostl y st ati c dr o pl ets a n d str u c-
t ur es u n d er a n e xt er n all y a p pli e d el e ctri c f el d. S c h nit z er,  Yari v
a n d c o- w or k ers e m pl o y e d a n el e ctr o ki n eti cs a p pr o a c h t o a n a-
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l y z e  E H D p h e n o m e n a f or c o n d u cti n g dr o ps [3 3 ] a n d t o a d dr ess
t h e  Ta yl or- M el c h er l e a k y di el e ctri c  m o d el c o m m o nl y us e d t o
d es cri b e t h e r ol e of el e ctri c str ess i n p o orl y c o n d u cti n g li q -
ui ds [3 4 , 4 , 8 , 3 5 ]. L ó p e z- H err er a a n d c o- w or k ers si m ul at e d
Ta yl or c o n e-j ets s ol vi n g t h e el e ctr o ki n eti c e q u ati o ns [ 3 6 ], o n e
of t h e  m ost r e c e nt of  m a n y  w or ks e x pl ori n g s e mi- c o n d u cti n g
or i o ni c li q ui ds. F e w  w or ks p u blis h e d t o d at e r e p ort f ull y
t hr e e- di m e nsi o n al, hi g h- f d elit y  m ulti p h as e si m ul ati o ns of el e c-
tri c all y c h ar g e d  Di es el-t y p e j ets —li q ui ds  wit h v er y l o w c o n-
d u cti vit y a n d f e w c h ar g e c arri ers —t o el u ci d at e pri m ar y at o m -
i z ati o n  m e c h a nis ms a n d pr o c ess es t h at ar e c o m p ar a bl e t o cl as-
si c e x p eri m e nts, s u c h as [ 1 5 , 1 4 , 2 4 ].

T h e distri b uti o n of el e ctri c c h ar g es  wit hi n a n at o mi zi n g f o w
is g o v er n e d b y t w o  m ai n f ui d c h ar a ct eristi cs: t h e c h ar g e a d-
v e cti o n a n d c h ar g e  m o bilit y ti m es c al es [ 3 7 , 3 8 ]. T h e r ati o of
t h es e ti m es c al es, d e f n e d h er e as t h e el e ctri c  R e y n ol ds n u m b er
(R e e ) [3 9 ], di ct at es h o w f ast t h e el e ctri c c h ar g es ar e a d v e ct e d
b y t h e f o w r el ati v e t o h o w f ast t h e y r el a x t o t h e f ui d i nt erf a c e.
T h us, t h e  E H D f ui d pr o p erti es a n d f o w c h ar a ct eristi cs c o ntr ol
t h e r es ulti n g c h ar g e distri b uti o n  wit hi n at o mi zi n g f o ws.  Va n
P o p p el [ 4 0 ] e m pl o y e d frst- pri n ci pl es- b as e d n u m eri c al  m et h o ds
i n hi g h- f d elit y dir e ct si m ul ati o ns of el e ctri c all y c h ar g e d li q ui d
h y dr o c ar b o n j ets u n d er g oi n g el e ctr ost ati c- e n h a n c e d pri m ar y at -
o mi z ati o n. S u bs e q u e ntl y,  O w k es a n d S h e e h y [4 1 ] i m pr o v e d
u p o n t h es e  m et h o ds t o i n cl u d e c h ar g e  m o bilit y a n d c o n d u ct e d
t hr e e- di m e nsi o n al si m ul ati o ns of el e ctri c all y c h ar g e d li q ui d j ets
t o ass ess t h e ef e cts of R e e  o n at o mi z ati o n e f ci e n c y.

T h e o bj e cti v es of t his  w or k ar e (i) t o est a blis h a c o m p ut a-
ti o n al fr a m e w or k f or si m ul ati n g pri m ar y at o mi z ati o n i n el e c-
tri c all y c h ar g e d  Di es el-t y p e j ets; (ii) t o pr o vi d e st atisti cs t h at
q u a ntif y k e y br e a k u p e v e nts a n d el e ctr o h y dr o d y n a mi c pr o p er -
ti es of t h e s pr a y fr o m t h e r e c e nt d e v el o p m e nt a n d i nt e gr ati o n
of n o v el t o ols; (iii) a n d t o i d e ntif y t h e r ol e of el e ctri c str ess
a n d br e a k u p  m e c h a nis ms i n pri m ar y at o mi z ati o n.  T h e fr a m e -
w or k d et ail e d i n t his  w or k e xt e n ds  E H D n u m eri c al s c h e m es
a n d i nt e gr at es t w o n o v el, r e c e ntl y d e v el o p e d t o ols t o p erf or m
f ull y t hr e e di m e nsi o n al dir e ct n u m eri c al si m ul ati o ns of li q ui d
j ets s u bj e ct t o a s elf- pr e ci pit ati n g el e ctri c f el d d u e t o t h e pr es-
e n c e of b ul k c h ar g e i n t h e li q ui d.  T h e c o m p ut ati o n al a p pr o a c h
e m pl o ys a st at e- of-t h e- art n u m eri c al fr a m e w or k t h at gl o b all y
c o ns er v es  m ass,  m o m e nt u m, a n d el e ctri c c h ar g e d e nsit y e v e n
at t h e g as-li q ui d i nt erf a c e  w h er e dis c o nti n uiti es e xist [ 4 2 ].  T h e
N a vi er- St o k es s ol v er’s n u m eri c al s c h e m e s h ar pl y h a n dl es t h e
dis c o nti n u o us el e ctri c c h ar g e d e nsit y, all o wi n g r o b ust a n d a c -
c ur at e si m ul ati o ns.  A c o ns er v ati v e u ns plit g e o m etri c v ol u m e-
of- f ui d ( V O F) e m pl o yi n g s e mi- L a gr a n gi a n tr a ns p ort is us e d
wit h a pi e c e- wis e li n e ar i nt erf a c e r e c o nstr u cti o n ( P LI C), l e v er -
a gi n g t h e c o m bi n ati o n of  V O F a n d P LI C t o e f ci e ntl y c a pt ur e
br e a k u p  m e c h a nis ms a n d s m all s at ellit e dr o pl ets [ 4 3 ] t hr o u g h
its s h ar p a n d a c c ur at e r e pr es e nt ati o n of t h e p h as e i nt erf a c e.

Si m ul ati o n r es ults a n d a n al ysis ass ess t h e e f e cts of  E H D
o n at o mi z ati o n q u alit y, dr o pl et si z e, a n d pri m ar y at o mi z ati o n
e v e nts a n d pr o c ess es.  T o b ett er a d dr ess t h e el e ctri c b o u n d -
ar y c o n diti o ns, k n o w n t o b e c h all e n gi n g f or  E H D f o ws, si m -
ul ati o ns e m pl o y a r e c e ntl y d e v el o p e d, n o v el a p pr o a c h usi n g a
s e p ar at e  m es h t o o bt ai n a c c ur at e b o u n d ar y c o n diti o ns of el e c -
tri c p ot e nti al o n t h e c o m p ut ati o n al d o m ai n [4 4 , 4 5 ]. K n o w n

as e- M es h , t his  m es h is  m u c h l ar g er t h a n t h e f o w s ol v er d o-
m ai n, i m pl e m e nt e d  wit h  w ell- d e f n e d b o u n d ar y c o n diti o ns f or
t h e el e ctri c p ot e nti al, ϕ , a n d us e d t o c o m p ut e el e ctri c b o u n d ar y
c o n diti o ns a c c ur at el y a n d e f ci e ntl y f or t h e f o w-s ol v er d o m ai n.
A n ot h er i m pr o v e m e nt is t h e i m pl e m e nt ati o n of a n o v el p h ysi cs
e xtr a cti o n t o ol t h at tr a c ks e v er y br e a k u p a n d c o al es c e n c e e v e nt
o c c urri n g d uri n g a n at o mi zi n g s pr a y.  D at a c h ar a ct eri zi n g t h e
at o mi z ati o n pr o c ess es ar e st or e d i n a  N e o 4j gr a p hi c al d at a b as e
pr o vi di n g a n e asil y a c c essi bl e f or m at [ 4 6 , 4 7 ] f or a n al y zi n g pri-
m ar y a n d s e c o n d ar y at o mi z ati o n pr o c ess es, alt h o u g h t his  w or k
r e p orts o nl y t h e r es ults of pri m ar y at o mi z ati o n e v e nts.

T his p a p er is or g a ni z e d  wit h § 2 d es cri bi n g t h e g o v er ni n g
e q u ati o ns a n d i nt erf a c e b o u n d ar y c o n diti o ns  wit h r el e v a nt si m -
pli f c ati o ns f oll o w e d b y § 3 w hi c h s u m m ari z es t h e n u m eri c al
a p pr o a c h e m pl o y e d i n t h e f o w s ol v er a n d t h e e- M es h t o ol.  D at a
e xtr a cti o n e m pl o yi n g t h e  A S S E T t o ols is s u m m ari z e d i n § 4
wit h s o m e d et ails pr o vi d e d f or cl arit y a n d c o m pl et e n ess.  T h e
si m ul ati o n d o m ai n a n d p ar a m et ers ar e pr o vi d e d i n § 5 . Si m -
ul ati o ns ar e c o m p ar e d a n d pri m ar y at o mi z ati o n st atisti cs a n d
m e c h a nis ms ar e r e p ort e d a n d dis c uss e d i n § 6 .

2.  M at h e m ati c al  F o r m ul ati o n  

T his  w or k s ol v es t h e f ull s et of g o v er ni n g e q u ati o ns t o pr e -
di ct t h e d y n a mi cs of t h e f o w ( v el o cit y a n d pr ess ur e), g as-li q ui d
i nt erf a c e t o p ol o g y, a n d el e ctri c c h ar g e distri b uti o n  wit hi n t h e
li q ui d p h as e.  T h e d y n a mi cs of t h e c h ar g e distri b uti o n ar e c o n-
tr oll e d b y dif usi o n a n d t h e el e ctri c f el d cr e at e d b y t h e pr es e n c e
of s p a c e c h ar g e i n t h e li q ui d d o m ai n.  W hil e ass u mi n g a c o n -
st a nt c h ar g e d e nsit y (i ns ul ati n g f ui d) or s urf a c e c h ar g e ( c o n -
d u cti n g f ui d) h as b e e n d o n e, n ot a bl y r e p ort e d i n [ 1 9 ] a m o n g
m a n y ot h ers, pr e di cti n g t h e n o n-tri vi al c h ar g e d y n a mi cs is i m -
p ort a nt f or a c c ur at e si m ul ati o ns.  T h e f or m ul ati o n pr es e nt e d
h er e c o u pl es t h e el e ctr ost ati c a n d h y dr o d y n a mi c p h e n o m e n a f or
a p o orl y c o n d u cti n g li q ui d t hr o u g h t h e  M a x w ell str ess t e ns or
a n d i m pl e m e nts g as-li q ui d i nt erf a c e b o u n d ar y c o n diti o ns.

2. 1.  G o v er ni n g  E q u ati o ns  

C o ns er v ati o n of  m ass a n d  m o m e nt u m f or a v ari a bl e d e nsit y,
l o w  M a c h n u m b er f o w ar e gi v e n as

∂ ρ i 
+  ∇ ·  (ρ iu i) =  0 , ( 1)

∂ t 

a n d

∂ ρ iu i f +  ∇ ·  (ρ u i ⊗  u i) =  − ∇ p i +  ∇ ·  (σ  +  σ i
e ) +  ρ i g ,i∂ t 

w h er e u i i s t h e v el o cit y f el d, p i i s t h e h y dr o d y n a mi c pr ess ur e,
ρ  is t h e  m ass d e nsit y, g  is gr a vit ati o n al a c c el er ati o n.  T h e s u b-
s cri pt i r e pr es e nts t h e p h as e a n d c a n t a k e t h e v al u e g  f or t h e g as
p h as e or l f or t h e li q ui d p h as e.  T h e vis c o us str ess t e ns or, σ f , is
gi v e n b y

2
σ f =  µ i 

� 
∇ u i +  ∇ u t 

� 
−  µ i∇ ·  u iI , ( 2)i i 3

wit h I t h e i d e ntit y t e ns or a n d µ i i s t h e d y n a mi c vis c osit y.
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T h e  M a x w ell str ess t e ns or, σ e
i i s us e d t o d e f n e t h e el e ctri c

b o d y f or c e, f ei =  ∇ ·  σ e
i , a n d l e a ds t o,

! 
1 1 ∂ ε i

f e  =  q i E i −  E 2
i ∇ ε i +  ∇  ρ i E 2 , ( 3)i 2 2 ∂ ρ i

i 

w h er e ε i i s t h e el e ctri c p er mitti vit y, q i i s a v ol u m etri c el e ctri c
c h ar g e d e nsit y, a n d E i i s t h e el e ctri c f el d v e ct or.  T h e t hr e e
t er ms of f e  r e pr es e nt t h e  C o ul o m b ( or  L or e nt z) f or c e, t h e di-i 

el e ctri c f or c e, a n d t h e el e ctr ostri cti v e f or c e, r es p e cti v el y.  As -
s u mi n g i n c o m pr essi bilit y a n d  m at eri al h o m o g e n eit y  wit hi n a
p h as e,

f e
i r e d u c es t o t h e  C o ul o m b f or c e i n t h e b ul k [4 8 , 3 7 ] as

f e  =  q i E i. ( 4)i 

T h e el e ctri c dis pl a c e m e nt v e ct or, D , is ass u m e d t o v ar y li n e arl y
wit h t h e el e ctri c f el d v e ct or, as

D i =  ε i E i. ( 5)

T h e el e ctri c f el d v e ct or is irr ot ati o n al, h e n c e it c a n b e e x pr ess e d
as t h e gr a di e nt of t h e s c al ar el e ctri c p ot e nti al, ϕ i, as

E i =  − ∇ ϕ i. ( 6)

T h e  G a uss l a w c a n b e e m pl o y e d f or a di el e ctri c  m at eri al t o r e -
l at e t h e el e ctri c dis pl a c e m e nt v e ct or t o t h e v ol u m etri c c h ar g e,
as

∇ ·  D i =  ∇ ·  ε i E i ( 7)

w hi c h c a n b e si m pli f e d t o t h e  El e ctri c P ot e nti al P oiss o n  E q u a -
ti o n, as

∇ ·  (ε i∇ ϕ i) =  − q i. ( 8)

C h ar g e c o ns er v ati o n a n d c urr e nt d e nsit y ar e d es cri b e d b y

∂ q i 
+  ∇ ·  J i =  0 , ( 9)

∂ t 

J i =  K iq i E i −  D i∇ q i +  q iu i, ( 1 0)

w h er e J i i s t h e c urr e nt d e nsit y, D i i s t h e  m ol e c ul ar dif usi o n
c o e f ci e nt a n d K i i s t h e i o ni c  m o bilit y c o ef ci e nt.

2. 2.  I nt erf a c e B o u n d ar y  C o n diti o ns  

T h e i nt erf a c e b o u n d ar y a n d j u m p c o n diti o ns ar e ess e nti al
t o c a pt uri n g t h e d o mi n a nt  m e c h a nis ms i n f u e n ci n g t h e f o w
a n d at o mi z ati o n.  W hil e t h e v el o cit y a n d t a n g e nti al el e ctri c
f el d c o m p o n e nts ar e c o nti n u o us a cr oss t h e i nt erf a c e, t h e  m ass
d e nsit y, vis c osit y, a n d el e ctri c dis pl a c e m e nt v e ct or e x p eri e n c e
j u m ps, d es cri b e d b y

[u  · n ]Γ =  0 , ( 1 1)
h i 
u  · t j =  0 , f or j =  1 , 2 ( 1 2)

Γ  � 
ρ  =  ρ l −  ρ g , ( 1 3)Γ

  � 
µ  =  µ l −  µ g , ( 1 4)Γ  

[ε ]Γ =  ε l −  ε g , ( 1 5)

[ D ]Γ =  n  · [ε E ]Γ =  q s , ( 1 6)

n  ×  [E ]Γ =  0 , ( 1 7)

w h er e [( ·)]Γ  r e pr es e nts t h e j u m p of “(·) ” a cr oss t h e i nt erf a c e,
Γ , a n d f or e x a m pl e, [D ]Γ  r e pr es e nts t h e j u m p of t h e el e ctri c
dis pl a c e m e nt v e ct or a cr oss t h e i nt erf a c e, n  a n d t r e pr es e nt t h e
n or m al a n d t a n g e nti al v e ct or c o m p o n e nts at t h e i nt erf a c e, s u b -
s cri pts l a n d g  r e pr es e nt q u a ntiti es i n t h e li q ui d a n d g as p h as es,
r es p e cti v el y, a n d q s t h e s urf a c e c h ar g e.  T h e el e ctri c c h ar g e is
m o d el e d as v ol u m etri c s p a c e c h ar g e t h at  mi gr at es t hr o u g h o ut
t h e li q ui d,  w hi c h i m pli es n e gli gi bl e s urf a c e c h ar g e a n d l e a ds t o
t h e n or m al c o m p o n e nt of t h e el e ctri c dis pl a c e m e nt v e ct or b ei n g
c o nti n u o us.  H o w e v er, t h e j u m p i n el e ctri c p er mitti vit y a cr oss
t h e p h as e i nt erf a c e i m p os es a dis c o nti n uit y i n t h e n or m al c o m-
p o n e nt of t h e el e ctri c f el d, a n d  E q. ( 1 6 ) c a n b e  writt e n as

n  · [ D ]Γ =  n  · [ε E ]Γ =  [ε E n ]Γ =  0 . ( 1 8)

A dir e ct c o ns e q u e n c e of t h e irr ot ati o n al j u m p c o n diti o n,
E q. ( 1 7 ), e ns ur es t h at t h e t a n g e nti al c o m p o n e nts of t h e el e ctri c
f el d, a n d t h er ef or e t h e el e ctri c p ot e nti al, ϕ , ar e c o nti n u o us,

[E t1 ]Γ =  0 , [E t2 ]Γ =  0 , a n d ( 1 9)

[ϕ ]Γ =  0 . ( 2 0)

T h e pr ess ur e i nt erf a c e j u m p c o n diti o n i n cl u d es c o ntri b uti o ns
fr o m vis c o us, el e ctri c a n d s urf a c e t e nsi o n f or c es, a n d is r e p-
r es e nt e d as

T  · (σ e− [ p ]Γ +  [n  +  σ f ) · n ]Γ =  − γ κ,  ( 2 1)

w hi c h c a n b e si m pli f e d as

  � T  
� 1

ε E 2
� � 1

ε E 2
� 

p  −  2[ µ ]Γ  n  ·  ∇u  · n  −  γ κ  =  −  , ( 2 2)Γ  n  ti2 Γ  2 Γ  

w h er e [ p ]Γ  i s t h e j u m p a cr oss t h e i nt erf a c e, γ  t h e s urf a c e t e nsi o n
c o e f ci e nt, a n d κ  t h e l o c al i nt erf a c e c ur v at ur e.  T h e t a n g e nti al
s h e ar str ess b al a n c e, a g ai n e m pl o yi n g n e gli gi bl e s urf a c e c h ar g e,
yi el ds h i 

n T  · (σ f ) · ti =  0 . ( 2 3)
Γ  

A d diti o n al d et ails ar e pr o vi d e d i n [ 4 0 , 4 1 ].

3.  N u m e ri c al  A p p r o a c h  

T h e si m ul ati o ns i n t his p a p er  w er e c o n d u ct e d usi n g t h e  N G A
c o m p ut ati o n al pl atf or m,  w hi c h e m pl o ys a st a g g er e d gri d  wit h
pr ess ur e a n d a n y s c al ars st or e d at t h e c ell c e nt er a n d v el o cit y
c o m p o n e nts st or e d o n c ell f a c es [4 9 ]. A w a y fr o m t h e i nt er -
f a c e,  w e us e s e c o n d- or d er f nit e dif er e n c e o p er at ors t h at c o n -
s er v e  m ass,  m o m e nt u m, el e ctri c c h ar g e d e nsit y, a n d ki n eti c e n -
er g y.  N e ar t h e i nt erf a c e,  w h er e dis c o nti n uiti es e xist, s p e ci al
n u m eri c al  m et h o ds ar e r e q uir e d. F or c o n v e cti o n,  w e us e a n u n -
s plit, g e o m etri c, s e mi- L a gr a n gi a n fr a m e w or k.  T h e fr a m e w or k
is b as e d o n  O w k es a n d  D esj ar di ns [ 5 0 ] a n d is us e d t o tr a ns p ort
t h e v ol u m e- of- f ui d ( V O F) r e pr es e nt ati o n of t h e p h as e i nt er-
f a c e,  m o m e nt u m, a n d el e ctri c c h ar g e d e nsit y.  D u e t o t h e st a g-
g er e d gri d, c o nsist e nt tr a ns p ort of b ot h  V O F a n d  m o m e nt u m
is c o m pl e x, r e q uiri n g t h at t h e f u x es of  m ass us e d t o tr a ns p ort
V O F a n d  m o m e nt u m ar e dis cr et el y e q u al.  T his is a c hi e v e d b y
dis cr eti zi n g  V O F o n a  m es h t wi c e as f n e as t h e f o w s ol v er a n d
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c o m p uti n g f u x es o n all f a c es of pr ess ur e a n d  m o m e nt u m c ells,
i m pl e m e nt e d as a n u ns plit, g e o m etri c, s e mi- L a gr a n gi a n  wit h
d et ails pr o vi d e d i n  O w k es a n d  D esj ar di ns [ 5 1 ]. T h e r es ulti n g
s c h e m e is s e c o n d- or d er a n d c o ns er v es  m ass,  m o m e nt u m, a n d
s c al ars e v e n n e ar t h e i nt erf a c e  w h er e dis c o nti n uiti es e xist.  T h e
i nt erf a c e is usi n g a pi e c e- wis e li n e ar i nt erf a c e r e c o nstr u cti o n
( P LI C) [5 2 ]  wit h i nt erf a c e n or m al v e ct ors c o m p ut e d usi n g t h e
e f ci e nt l e ast-s q u ar es  V O F i nt erf a c e r e c o nstr u cti o n al g orit h m
( E L VI R A) [5 3 ]. I nt erf a c e c ur v at ur e is c o m p ut e d  wit h t h e a d-
j ust a bl e c ur v at ur e e v al u ati o n s c al e ( A C E S)  m et h o d [ 5 4 ]. N G A
is f ull y p ar all eli z e d  wit h a  m ess a g e p assi n g i nt erf a c e ( M PI) pr o-
t o c ol a n d s c al es  w ell t o t e ns of t h o us a n ds of c or es [5 5 ].

T h e el e ctri c f el d is c o m p ut e d fr o m t h e el e ctri c p ot e nti al us -
i n g  E q. 6 , w hi c h d e p e n ds o n t h e b o u n d ar y c o n diti o ns as  w ell
as t h e distri b uti o n of el e ctri c c h ar g e  wit hi n t h e d o m ai n.  T h e
el e ctri c p ot e nti al P oiss o n e q u ati o n,  E q. 8 , pr o vi d es a r el ati o n -
s hi p b et w e e n t h e el e ctri c c h ar g e, q i, a n d t h e el e ctri c p ot e nti al,
ϕ i, a n d is s ol v e d usi n g t h e h y pr e  li br ar y of r o uti n es f or s c al-
a bl e p ar all el s ol uti o ns of li n e ar s yst e ms [ 5 6 , 5 7 ]. T h e pr ess ur e
a n d el e ctri c p ot e nti al P oiss o n e q u ati o ns ar e s ol v e d utili zi n g t h e
g h ost f ui d  m et h o d [ 5 8 ] a n d a bl a c k b o x s ol v er [5 9 ].

T h e c h all e n g e of o bt ai ni n g a c c ur at e el e ctri c p ot e nti al b o u n d -
ar y c o n diti o ns o n t h e c o m p ut ati o n al d o m ai n f or el e ctr o h y dr o -
d y n a mi c f o ws is  w ell d o c u m e nt e d, f or e x a m pl e i n [4 0 , 4 1 ]
a m o n g  m a n y ot h ers. F or t h e  m o d el us e d i n t his  w or k, gr o u n d e d
(ϕ  =  0) c o n diti o ns e xist at t h e b o u n d ari es of t h e c o m p ut ati o n al
d o m ai n. F or s m all er c o m p ut ati o n al d o m ai ns  wit h hi g h er el e c -
tri c c h ar g e c o n c e ntr ati o ns, s o m e  m es h- ali g n m e nt of t h e s pr a y
c a n r es ult.  T o eli mi n at e t his n u m eri c al artif a ct of t h e c o m p ut a -
ti o n al  m o d el, a s e c o n d d o m ai n c all e d e- M es h is i ntr o d u c e d t h at
s p a ns fr o m t h e n o z zl e t o s urf a c es t h at r e pr es e nt p h ysi c al b o u n d -
ari es t h at ar e gr o u n d e d.  T h e e- M es h gri d is i m pl e m e nt e d  wit h
w ell- d e f n e d b o u n d ar y c o n diti o ns a n d t h e c h ar g e d e nsit y f el d,
w hi c h is tr a nsf err e d fr o m t h e f o w d o m ai n.  T h e el e ctri c P oiss o n
e q u ati o n,  E q. 8 , is s ol v e d i n e- M es h t o o bt ai n a p ot e nti al f el d
a n d v al u es of ϕ  ar e tr a nsf err e d fr o m e- M es h t o t h e b o u n d ari es
of t h e f o w d o m ai n t o c o m p ut e ϕ  i n t h e f o w d o m ai n. S ol v-
i n g f or t h e p ot e nti al o n t h e e- M es h a n d t h e n i nt er p ol ati n g t o
t h e b o u n d ari es of t h e s m all er f o w d o m ai n all o ws f or a c c ur at e
b o u n d ar y c o n diti o ns of ϕ  o n t h e f o w d o m ai n  w h er e t h e y ar e
n e e d e d b ut n ot  w ell d e f n e d.  T h e el e ctri c p ot e nti al f el d, ϕ , is
c o m p ut e d o n e- M es h a n d v al u es ar e i nt er p ol at e d t o t h e  N a vi er-
St o k es  m es h usi n g a tri- c u bi c i nt er p ol ati o n s c h e m e. Fi g ur e 1 b
s h o ws t h e e nl ar g e d a n d c o ars e e- M es h d o m ai n s urr o u n di n g t h e
m u c h s m all er a n d f n er  N a vi er- St o k es  m es h.  T h e e- M es h is
f ull y d es cri b e d i n [4 4 ] a n d d e m o nstr at e d i n a n u m eri c al st u d y
i n [4 5 ].

4.  D at a  E xt r a cti o n  

Si m ul ati o ns e m pl o y e d t h e at o mi z ati o n si m ul ati o n st atisti cs
e xtr a cti o n t o ol ( A S S E T), a r e c e ntl y d e v el o p e d p h ysi cs e xtr a c -
ti o n t o ol t h at i d e nti f es e v er y br e a k u p a n d c o al es c e n c e e v e nt o c-
c urri n g d uri n g a n at o mi zi n g s pr a y.  D at a c h ar a ct eri zi n g t h e at -
o mi z ati o n pr o c ess es  w er e st or e d i n a  N e o 4j gr a p hi c al d at a b as e
pr o vi di n g a n e asil y a c c essi bl e f or m at.  A n i n- d e pt h d es cri pti o n

of t h e pr o c ess is a v ail a bl e i n pr e vi o us  w or ks [ 4 6 , 4 7 ], b ut a bri ef
s y n o psis is i n cl u d e d h er e f or cl arit y.

A S S E T o p er at es at t h e s a m e ti m e as t h e si m ul ati o n a n d r u ns
e v er y ti m est e p, i d e ntif yi n g dr o pl ets,  w hi c h  m e et t h e crit eri a f or
eit h er br e a k u p or c o al es c e n c e  wit hi n t h at st e p.  T h e al g orit h m
w or ks b y assi g ni n g t w o i nt e g er i d e nti f c ati o n n u m b ers t o e v -
er y li q ui d str u ct ur e  wit hi n t h e d o m ai n.  T h e frst of t h es e v al u es
(S ) is r e assi g n e d e v er y ti m est e p usi n g a c o n n e ct e d- c o m p o n e nt
al g orit h m t o i d e ntif y e v er y i n d e p e n d e nt li q ui d str u ct ur e.  A s e c -
o n d v al u e ( L ) is tr a ns p ort e d as a s c al ar v al u e  wit h t h e li q ui d
a n d is o nl y r e assi g n e d  w h e n a n e w dr o pl et is f or m e d eit h er
fr o m br e a k u p or c o al es c e n c e.  T h e s e q u e n c e of e v e nts f or o n e
ti m est e p is as f oll o ws:

1. Tr a ns p ort  &  C o al es c e n c e: L  v al u es ar e tr a ns p ort e d c o n -
sist e ntl y  wit h t h e li q ui d vol u m e fr a cti o n vi a f u x v ol u m es.
If  m ulti pl e L  v al u es f u x i nt o a si n gl e c o m p ut ati o n al c ell,
t h e li q ui d str u ct ur es ass o ci at e d  wit h t h e L  v al u es c o al es c e
a n d t h es e L  v al u es ar e st or e d f or l at er pr o c essi n g of t h e
c o al es c e n c e e v e nt.

2. S  assi g n m e nt :  A b a n d- gr o wt h al g orit h m [6 0 ] assi g ns

u ni q u e S  v al u es t o str u ct ur es s e p ar at e d b y at l e ast o n e f ull
g as c ell.

3. Str u ct ur e st atisti cs c al c ul ati o n :  E a c h str u ct ur e is a d d e d t o
a li n k e d list  wit h pr o p erti es li k e v ol u m e, v el o cit y, pri n ci p al
a xis l e n gt hs, a n d a v er a g e c h ar g e d e nsit y.

4. C o al es c e n c e pr o c essi n g: Str u ct ur es i d e nti f e d as c o al es c -
i n g ar e pr o c ess e d i nt o a si n gl e str u ct ur e.  T his str u ct ur e is
assi g n e d a n e w L  a n d t h e str u ct ur es ar e t a g g e d f or d at a
e xtr a cti o n.

5. Br e a k u p i d e nti f c ati o n a n d pr o c essi n g :  Disti n ct str u ct ur es

(i d e nti f e d  wit h  m ulti pl e S  v al u es t h at c o nt ai n t h e s a m e
L  v al u es  w er e pr e vi o usl y t h e s a m e str u ct ur e a n d t h er ef or e
br o k e u p.  T h es e str u ct ur es ar e assi g n e d n e w L  v al u es a n d
t a g g e d f or d at a e xtr a cti o n.

6. D at a e xtr a cti o n : St atisti cs fr o m all i d e nti f e d c o al es c e n c e
a n d br e a k u p str u ct ur es ar e s a v e d, al o n g  wit h ol d a n d n e w
L  v al u es i nt o t h e  N e o 4j d at a b as e t o c o nstr u ct a dr o pl et
“ g e n e al o g y ”.

5.  C o m p ut ati o n al  D o m ai n  a n d  Si m ul ati o ns  

Fi v e li q ui d  Di es el-t y p e j ets  w er e si m ul at e d  wit h li q ui d i nj e c -
ti o n t hr o u g h a cir c ul ar p ort of di a m et er D j et, c o v eri n g a r a n g e
of r el e v a nt el e ctr o h y dr o d y n a mi c a n d f o w p ar a m et ers. Si m ul a -
ti o n p ar a m et ers ar e s u m m ari z e d i n  Ta bl e 1 , wit h b ul k v el o c -
it y, U j et.  T h e d o m ai n si z e e m pl o y e d  w as L x  =  2 4 D j et, a n d
L y  =  L z =  8 D j et di s cr eti z e d o n a u nif or m  m es h of di f er e nt
si z es c o m m e ns ur at e  wit h t h e n u m b er of c ells a cr oss t h e n o z zl e
di a m et er,  C A D, r e p ort e d i n  Ta bl e 1 . T h e  N a vi er- St o k es c o m -
p ut ati o n al d o m ai n is ill ustr at e d i n Fi g ur e 1 a . T h e el e ctri c p o -
t e nti al b o u n d ar y c o n diti o ns i m pl e m e nt e d t hr o u g h e- M es h f or
t h e c h ar g e d si m ul ati o n ar e  N e u m a n n o n t h e u pstr e a m x -f a c e,
a n d  Diri c hl et ( ϕ  =  0) o n t h e d o w nstr e a m x -f a c e a n d y - a n d
z-f a c es. Fi g ur e 1 b dis pl a ys t h e e- M es h s urr o u n di n g t h e  N a v er-
St o k es d o m ai n t o pr o vi d e a d e gr e e of s c al e a n d ill ustr at e t h e
e- M es h str et c hi n g s c h e m e e m pl o y e d t o i m pr o v e e f ci e n c y  wit h
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L x

L yx

y

U j e t

D j e t

( a) Fl o w s ol v er d o m ai n i n t w o di m e nsi o ns. ( b)  N a vi er- St o k es a n d e- M es h d o m ai n.

Fi g ur e 1: Si m ul ati o n d o m ai n (l eft);  N a vi er- St o k es  m es h i n bl u e a n d e- M es h i n bl a c k (ri g ht) s h o wi n g r el ati v e s c al e of e a c h d o m ai n.

Ta bl e 1:  N o n- Di m e nsi o n al si m ul ati o n p ar a m et ers.

Si m I D R e y n ol ds,  R e l 

ρ lU j etD j et/ µ l 

We b er,  We g  

ρ g U
2
j etD j et/ γ l 

El e ctr o-i n erti al,  N ei
2q  D 2 )l j et/ (ε lρ lU

2
j et

D e nsit y r ati o
ρ l/ ρ g  

Vi s c. r ati o
µ l/ µ g  

R e s ol uti o n *
D j et/ ∆ x  

L o 0 0 5 0 0 0 2 U n c h ar g e d 1 0 0 0 5 0 3 0 ( 6 0)
L o 0 5 5 0 0 0 2 0. 0 5 1 0 0 0 5 0 3 0 ( 6 0)
L o 1 0 5 0 0 0 2 0. 1 1 0 0 0 5 0 3 0 ( 6 0)
Hi 0 0 1 0 0 0 0 1 0 U n c h ar g e d 1 0 0 0 5 0 3 0 ( 6 0)
Hi 1 0 1 0 0 0 0 1 0 0. 1 1 0 0 0 5 0 3 0 ( 6 0)

D o m ai n  Si z e  L x  =  2 4 D j et, L y  =  L z =  8 D j et
* P ar e nt h eti c al v al u e r e pr es e nts  V O F r es ol uti o n d es cri b e d i n § 3

r e f n e m e nt n e ar t h e n o z zl e a n d c o ars e s p a ci n g f urt h er fr o m t h e
i nj e cti o n l o c ati o n.  As a n i niti al i n v esti g ati o n,  E H D p ar a m e-
t ers  w er e c h os e n si mil ar t o t h os e r e p ort e d i n [ 4 1 ] a n d b ul k h y-
dr o d y n a mi c p ar a m et ers si mil ar t o t h os e r e p ort e d i n [4 7 ]. T h e
el e ctri c  R e y n ol ds n u m b er,  R e e — a r ati o of t h e r esi d e n c e ti m e of
li q ui d i n t h e d o m ai n t o t h e c h ar g e r el a x ati o n ti m es c al e [3 9 ] —
is  m ai nt ai n e d at a  m o d er at e l e v el of a p pr o xi m at el y 7 8 0 f or all
c h ar g e d si m ul ati o ns, t h er e b y p er mitti n g s o m e c h ar g e  m o bilit y
r e pr es e nt ati v e of p o orl y c o n d u cti n g li q ui ds b ut li miti n g c h ar g e
r el a x ati o n  wit hi n t h e d o m ai n.

6.  R es ults  

Fi v e c as es  w er e r u n f or a n al ysis a n d c o m p aris o n, v ar yi n g
gl o b al  We b er a n d  R e y n ol ds n u m b ers a n d el e ctr o-i n erti al ( N ei )
v al u es.  T h e c as es ar e o utli n e d i n  Ta bl e 1 . T h e  L o 0 0 a n d  L o 0 5
si m ul ati o ns ar e s h o w n s e p ar at el y i n Fi g ur e 2 b e c a us e t h es e
c as es s h o w  mi ni m al li q ui d br e a k u p f or a n al ysis, alt h o u g h c as e
L o 0 5, Fi g ur e 2 b , e x hi bits  mi ni m al dr o pl et s h e d di n g. Fi g ur e 3
dis pl a ys r e n d eri n gs of t h e  L o 1 0,  Hi 0 0, a n d  Hi 1 0 si m ul ati o ns
i n Fi g ur es 3 a , 3 b , a n d 3 c , c ol or e d b y li q ui d v ol u m e att a c h e d t o
t h e c o nti n u o us li q ui d c or e ( bl u e) a n d str u ct ur es d et a c h e d fr o m
t h e c or e ( or a n g e), ill ustr ati n g t h e utilit y of t h e  A S S E T e xtr a c-
ti o n t o ol f or a n al y zi n g pri m ar y at o mi z ati o n  m e c h a nis ms r es ult-
i n g fr o m br e a k u p e v e nts.

Fi g ur e 3 a is s h o w n n e xt t o e x p eri m e nt al  w or k r e p ort e d b y
S hri m pt o n a n d c o- w or k ers [ 1 5 , 1 4 ] f or c o m p aris o n of t his c as e.
T h e e x p eri m e nt al  w or k h as h y dr o d y n a mi c a n d el e ctri c p ar a m -
et ers t h at cl os el y  m at c h t h e  L o 1 0 c as e (s e e  Ta bl e 1 )  wit h e x -

p eri m e nt al v al u es of  R e l =  4 , 9 0 0,  We g  ≈  2 .1, a n d  N ei ≈  0 .0 9.
T h e c o m p aris o n r e v e als str o n g q u alit ati v e si mil ariti es, i n cl u d -
i n g t h e p oi nt of pri m ar y at o mi z ati o n o ns et, dr o pl et si z e, a n d
ot h er str u ct ur es  wit hi n t h e disi nt e gr ati n g j ets.  T h e pr es e n c e
of n u m er o us li g a m e nts ori e nt e d r a di all y o ut w ar d fr o m t h e a x -
i al c e nt erli n e b e ars a str o n g r es e m bl a n c e t o t h e e x p eri m e nt al
p h ot o gr a p h, a n d t h e r a di al ori e nt ati o n of li q ui d str u ct ur es is
attri b ut a bl e t o  m ut u al r e p ulsi o n arisi n g fr o m t h e s p a c e c h ar g e
f el d.

U nli k e si m pl er j et-t o- dri p pi n g r e gi m es, c as e  Hi 0 0 di d n ot
e x hi bit a cl e ar pi n c h- o f  p oi nt. S o m e dr o pl et s h e d di n g  w as
o bs er v e d i n  Hi 0 0; h o w e v er, c o m pl et e disi nt e gr ati o n of t h e
li q ui d c or e  w as n ot e vi d e nt.  T h e pr es e n c e of el e ctri c c h ar g e
i n t h e li q ui d pl a ys a r ol e i n pri m ar y at o mi z ati o n, l e a di n g t o
i niti al d e-st a bili z ati o n.  El e ctri c ef e cts o n s e c o n d ar y at o m -
i z ati o n pr o c ess es ar e e x p e ct e d t o b e s m all f or t h es e si m u-
l ati o ns d u e t o t h e l o w v al u es of el e ctri c c h ar g e c o m p ar e d
t o i n erti al a n d s urf a c e t e nsi o n f or c es.  T h e  m ut u al r e p ulsi o n
of u ni p ol ar el e ctri c c h ar g e l e a ds t o gr e at er s pr a y dis p ersi o n
t hr o u g h t h e a cti o n of t h e  C o ul o m b f or c e i n t h e li q ui d b ul k,
t h er e b y alt eri n g dr o pl et tr aj e ct ori es a n d v el o citi es aft er s e p a-
r ati n g fr o m t h e li q ui d c or e.  T h e i n f u e n c e of el e ctri c c h ar g e
is e vi d e nt i n Fi g ur es 3 a ( L o 0 1) a n d 3 c ( Hi 0 1), p arti c ul arl y
c o m p ar e d t o t h eir u n c h ar g e d c o m p a ni o n si m ul ati o ns i n Fi g -
ur es 2 a ( L o 0 0) a n d 3 b ( Hi 0 0), r e v e ali n g t h e i n f u e n c e of el e c-
tri c ef e cts i n d e-st a bili zi n g t h e j et.  T h e  wi d er pl u m e i n Fi g -
ur e 3 b , c o m pl et el y flli n g t h e d o m ai n, s u g g ests a str o n g i nt er -
pl a y a m o n g i n erti al, vis c o us, s urf a c e t e nsi o n, a n d el e ctri c ef -
f e cts.  G e n er all y, i n cr e asi n g el e ctri c c h ar g e  m o v es t h e i niti al
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( a) L o 0 0 u n c h ar g e d si m ul ati o n. ( b)  L o 0 5 c h ar g e d si m ul ati o n.

Fi g ur e 2:  T h e  L o 0 0 ( u n c h ar g e d) a n d  L o 0 5 (l o w el e ctri c c h ar g e) si m ul ati o ns, s h o wi n g  mi ni m al li q ui d br e a k u p.

j et d e-st a bili z ati o n a n d p oi nt of at o mi z ati o n o ns et u pstr e a m,
i n cr e as es t h e n u m b er of str u ct ur es disl o d g e d fr o m t h e li q ui d
c or e a n d “r a di al f ull n ess ” of li q ui d i n t h e d o m ai n, a n d  wi d e ns
t h e s pr a y c o n e a n gl e.  T h e r a di al ori e nt ati o n of li q ui d str u c-
t ur es i n si m ul ati o ns  wit h gr e at er el e ctri c c h ar g e is attri b ut a bl e
t o  C o ul o m bi c r e p ulsi o n t h at aris es fr o m t h e s p a c e c h ar g e f el d,
a n d is si mil ar t o t h at dis c uss e d els e w h er e, f or e x a m pl e i n  Ta n g
a n d  G o m e z [ 6 1 ] a m o n g ot h ers.  C o ul o m bi c r e p ulsi o n l e a ds t o a n
el e ctri c f el d ori e nt e d r a di all y fr o m t h e li q ui d c or e, t h er e b y c o n -
fr mi n g t h at t h e  C o ul o m b f or c e is a disr u pti v e f or c e t h at gi v es
ris e t o t h e s h a p e a n d ori e nt ati o n of t h e str u ct ur es disl o d g e d fr o m
t h e li q ui d c or e.

6. 1.  U n c h ar g e d  a n d  C h ar g e d  Si m ul ati o n  C o m p aris o n  
T h e u n c h ar g e d a n d c h ar g e d si m ul ati o ns d e m o nstr at e t h e r o -

b ust n ess of t h e c o m p ut ati o n al fr a m e w or k a n d t h eir r e c e ntl y i n -
t e gr at e d t o ols, hi g hli g hti n g t h e n ot a bl e dif er e n c es i n at o mi z a -
ti o n pr o c ess es d u e t o el e ctr ost ati c ef e cts.  H y dr o d y n a mi c a n d
el e ctri c p ar a m et er v al u es ar e list e d i n  Ta bl e 1 f or c as es  Hi 0 0
a n d  Hi 1 0, i d e nti c al e x c e pt t h at t h er e is n o b a c k gr o u n d el e ctri c
p ot e nti al a n d n o li q ui d c h ar g e d e nsit y i n t h e u n c h ar g e d si m u -
l ati o n ( Hi 0 0).  T h e t w o c as es ar e c o m p ar e d t o el u ci d at e t h e
e f e cts of el e ctri c c h ar g e a n d t h e c orr es p o n di n g el e ctri c f el d
o n t h e br e a k u p  m e c h a nis ms dri vi n g pri m ar y at o mi z ati o n  w hil e
als o d e m o nstr ati n g t h e a c c ur a c y a n d utilit y of t h e  A S S E T a n d
e- M es h t o ols. Fi g ur es 2 a a n d 3 c pr o vi d e a vis u al c o m p aris o n
of t h e at o mi zi n g j ets f or t h e u n c h ar g e d c as e (3 a , Hi 0 0) a n d
c h ar g e d c as e (3 c , Hi 1 0) at t h e si m ul ati o n f n al ti m e st e p.  T h e
pr es e n c e of el e ctri c c h ar g e  wit hi n a r e alisti c  Di es el t y p e j et c o n -
tri b ut es t o a n e arli er o ns et of pri m ar y at o mi z ati o n, a n d it  m o di-
f es t h e i nt erf a c e s h a p e l e a di n g t o a f ull er a n d  wi d er pl u m e a n d
i n cr e as e d s pr a y c o n e a n gl e.  T h e c h ar g e d si m ul ati o n, Fi g ur e 3 c ,
s h o ws t h e pr es e n c e of dr o pl ets disl o d g e d fr o m t h e li q ui d c or e
as  w ell as i nt erf a c e c orr u g ati o ns a n d li g a m e nts.  At t his p oi nt
i n t h e si m ul ati o n, t h e c h ar g e d c as e, Fi g ur e 3 c , pr o d u c e d  m or e
t h a n 2 0 0 0 dr o pl ets; h o w e v er, at t h e s a m e p oi nt i n t h e u n c h ar g e d
si m ul ati o n, Fi g ur e 2 a , o nl y 5 0 dr o pl ets  w er e cr e at e d.

Fi g ur es 3 e a n d 3f dis pl a y “ bl o o m ” pl ots fr o m t h e d at a st or e d
i n a  N e o 4j d at a b as e d e m o nstr ati n g h o w t h e e v e nt d at a is or g a-
ni z e d i n a l o gi c al a n d a c c essi bl e f or m at.  T h e n o d es ar e t h e li q -
ui d c or e a n d dr o pl ets pr o d u c e d fr o m br e a k u p e v e nts,  w hi c h ar e
r e pr es e nt e d b y t h e li n es c o n n e cti n g t h e n o d es.  N o d e c ol ors r e p-
r es e nt t h e n u m b er of br e a k u p e v e nts a str u ct ur e h as u n d er g o n e,
wit h t h e or d eri n g ( p ur pl e (li q ui d c or e) →  or a n g e →  bl u e →  r e d
→  gr a y →  gr e e n).  T h e li q ui d c or e is i n t h e c e nt er of t h e i m -
a g e a n d t h e or a n g e dr o pl ets r e pr es e nt pri m ar y br e a k u p e v e nts.

T h es e i m a g es ill ustr at e all t h e dr o pl ets pr o d u c e d d uri n g t h e
si m ul ati o n, a n d all t h e i nt er m e di at e dr o pl ets b et w e e n t h e c o h er -
e nt li q ui d c or e a n d t h e f n al dr o pl ets. P at hs b et w e e n n o d es r e p -
r es e nt t h e c o n n e cti o ns a m o n g p ar e nt a n d c hil d dr o pl ets.  E a c h
n o d e st or es t h e e xtr a ct e d d at a fr o m t h e si m ul ati o n at t h e l o -
c ati o n a n d ti m e at  w hi c h t h at dr o pl et s e p ar at e d fr o m t h e li q -
ui d c or e a n d b e c a m e i n d e p e n d e nt. Fi g ur e 3f s h o ws  m a n y  m or e
dr o pl ets a n d br e a k u p e v e nts t h a n t h e u n c h ar g e d bl o o m pl ot i n
Fi g ur e 3 e .

6. 2.  C h ar g e d  Si m ul ati o ns  C o m p aris o n  

T h e t w o c as es  wit h hi g h est el e ctr o-i n erti al n u m b er,  N ei =  
0 .1, e x hi bit i nt er esti n g at o mi z ati o n f e at ur es a n d a cl e ar pi n c h-
o f  p oi nt.  B e c a us e of t h es e c h ar a ct eristi cs, c as es  L o 1 0 a n d
Hi 1 0 ar e a n al y z e d a n d c o ntr ast e d h e n c ef ort h, i n cl u di n g esti -
m at es f or t h e i niti al o ns et of pri m ar y at o mi z ati o n, br e a k u p a n d
c o al es c e n c e, c h ar g e d e nsit y distri b uti o ns i n t h e d o m ai n, a n d es -
ti m at es f or t h e s pr a y c o n e a n gl e.  R e n d eri n gs of b ot h c as es ar e
s h o w n i n Fi g ur es 3 a a n d 3 c , ill ustr ati n g a  wi d er s pr a y pl u m e
i n c as e  Hi 1 0 attri b ut a bl e t o t h e hi g h er  R e y n ol ds n u m b er a n d
a er o d y n a mi c e f e cts.

Fi g ur es 3 d a n d 3f pr es e nt “ bl o o m ” pl ots g e n er at e d fr o m
t h e  N e o 4j d at a b as e. I n t h es e vis u ali z ati o ns, n o d es r e pr es e nt
dr o pl ets f or m e d d uri n g br e a k u p e v e nts,  w hil e t h e li n es c o n n e ct -
i n g t h e m si g nif y r el ati o ns hi ps b et w e e n p ar e nt a n d c hil d dr o pl ets
( br e a k u p or c o al es c e n c e).  T h e c ol ors of t h e n o d es i n di c at e t h e
n u m b er of br e a k u p e v e nts e a c h dr o pl et h as u n d er g o n e.  At t h e
c e nt er of e a c h pl ot li es t h e li q ui d c or e,  wit h all n o d es a n d p at hs
e v e nt u all y l e a di n g b a c k t o t his c or e.  T h es e vis u ali z ati o ns r e p -
r es e nt t h e e ntir e dr o pl et br e a k u p c as c a d e.  T h e p at hs b et w e e n
n o d es tr a c e t h e li n e a g e of dr o pl ets as t h e y s e p ar at e a n d e v ol v e,
w hil e e a c h n o d e st or es d at a a b o ut t h e dr o pl et at t h e ti m e a n d
l o c ati o n it b e c a m e i n d e p e n d e nt fr o m its p ar e nt dr o pl et.  T h e
L o 1 0 si m ul ati o n ulti m at el y pr o d u c e d 2 6 9 dr o pl ets,  w h er e as
t h e  Hi 1 0 si m ul ati o n g e n er at e d 2, 0 1 4 dr o pl ets, r e f e cti n g t h e
si g ni f c a nt di f er e n c es i n br e a k u p d y n a mi cs b et w e e n t h e t w o
c as es.  Ta bl e 2 s u m m ari z es t ot al dr o pl ets a n d  m e a n di a m et er
f or c as es  L o 0 0,  Hi 0 0, a n d  Hi 1 0, r e v e ali n g t h e r ol e of el e ctri c
e f e cts i n j et d e-st a bili z ati o n, dr o pl et pr o d u cti o n a n d si z e.

6. 3.  Pri m ar y  At o miz ati o n  A n al ysis  

S pr a y c o n e a n gl e is a us ef ul q u alit ati v e d es cri pti o n, a n d i n
t h es e c as es it is a n ef e cti v e p ar a m et er t o a n al y z e t h e e f e cts
of  E H D a n d  We b er a n d  R e y n ol ds n u m b ers. It is cl e ar fr o m
t h es e n u m b ers a n d t h e j et r e n d eri n gs i n Fi gs. 3 a -3 c t h at  E H D
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( a) E x p eri m e nt [ 1 5 ] a n d  L o 1 0. ( b)  Hi 0 0. ( c)  Hi 1 0.

( d) L o 1 0  Bl o o m. ( e)  Hi 0 0  Bl o o m. (f)  Hi 1 0  Bl o o m.

( g) L o 1 0  A xi al  Vi e w. ( h)  Hi 0 0  A xi al  Vi e w. (i)  Hi 1 0  A xi al  Vi e w.

Fi g ur e 3:  R e n d eri n gs of e x p eri m e nt r e p ort e d b y  Yul e a n d S hri m pt o n [ 1 5 ] (r e pr o d u c e d  wit h p er missi o n) a n d  L o 1 0 si m ul ati o n ( a, i m a g es n ot t h e s a m e s c al e),  Hi 0 0
( b), a n d  Hi 1 0 ( c) si m ul ati o ns s h o wi n g c o nti g u o us li q ui d c or e ( bl u e) a n d disl o d g e d str u ct ur es ( or a n g e);  Bl o o m pl ots vis u ali zi n g br e a k u p e v e nts i n si m ul ati o ns usi n g
A S S E T ( mi d dl e r o w, ( d)-(f)); a n d a xi al vi e w of si m ul ati o ns ( b ott o m r o w, ( g)-(i)). F ull si m ul ati o n p ar a m et ers d et ail e d i n  Ta bl e 1 .
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( a) L o 1 0 di a m et er pr o b a bilit y d e nsit y. ( b)  Hi 1 0 di a m et er pr o b a bilit y d e nsit y.

( c) L o 1 0 br e a k u p st a g e of f n al dr o pl ets. ( d)  Hi 1 0 br e a k u p st a g e of f n al dr o pl ets.

( e) L o 1 0 v ol u m e- w ei g ht e d pri m ar y br e a k u p l o c ati o ns.

Fi g ur e 4:  C h ar g e d si m ul ati o ns st atisti cs f or N ei

Ta bl e 2:  Dr o pl et st atisti cs a n d s pr a y c o n e a n gl e a p pr o xi m ati o ns f or s el e ct si m -
ul ati o ns.

Si m I D T ot al  Dr o pl ets M e a n D e q  S pr a y  C o n e, α 1 / 2

L o 1 0 2 6 9 0 .2 1 3 7 D j et 8 .6 ◦  

Hi 0 0
Hi 1 0

5 0
2 0 1 4

0 .0 7 4 9 D j et

0 .0 7 9 7 D j et

∼  
1 4 .0 ◦  

h a s a str o n g e f e ct o n t h e s pr a y c o n e a n gl e.  T h e s pr a y c o n e
is d e f n e d as a h alf- a n gl e, α 1 / 2 ,  m e as ur e d fr o m t h e e d g e of t h e
n o z zl e.  T o d et er mi n e t his a n gl e, a 2 D d o m ai n is c o nstr u ct e d
i n t h e r a di al- a xi al pl a n e a n d t h e v ol u m e of li q ui d at e a c h l o c a-
ti o n is c al c ul at e d b y s u m mi n g al o n g t h e c orr es p o n di n g r a di al

(f) Hi 1 0 v ol u m e- w ei g ht e d pri m ar y br e a k u p l o c ati o ns.

=  0 .1.  L o 1 0 (l eft c ol u m n) a n d  Hi 1 0 (ri g ht c ol u m n).

ri n g.  A li n e is d e f n e d o n t his d o m ai n, e xt e n di n g fr o m t h e o ut er
e d g er of t h e n o z zl e, s u c h t h at 9 9 % of t h e t ot al s pr a y v ol u m e
li es  wit hi n t h e r es ulti n g c o ni c al r e gi o n. α 1 / 2 i s c al c ul at e d us-
i n g t h e r a di al a n d a xi al c o or di n at es of t his li n e as t h e l e gs of
a ri g ht tri a n gl e.  Ta bl e 2 r e p orts s pr a y a n gl es  m e as ur e d at t h e
f n al ti m est e p i n e a c h of t h e f v e si m ul ati o ns.  B ot h of t h e u n -
c h ar g e d si m ul ati o ns,  L o 0 0 a n d  Hi 0 0, e x p eri e n c e d n e gli gi bl e
r a di al s pr e a d.  T h e pl u m e  wi dt h i n cr e as es n ot a bl y  wit h a d d e d
c h ar g e. Si m ul ati o ns  wit h hi g h er  R e y n ol ds a n d  We b er n u m b ers
s h o w e d gr e at er r a di al s pr e a d, s u g g esti n g a str o n g i nt er a cti o n
a m o n g i n erti al, s urf a c e t e nsi o n, a er o d y n a mi c, a n d el e ctri c ef -
f e cts, a n d li k el y attri b ut a bl e t o t h e r el ati v e t hi n ni n g of li q ui d
str u ct ur es r es ulti n g fr o m hi g h er  R e y n ol ds a n d  We b er n u m b ers.
T h es e t hi n n er str u ct ur es ar e als o  m or e s us c e pti bl e t o t h e e f e cts
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Fi g ur e 5:  A  m a g ni f e d s e g m e nt of t h e  L o 1 0 si m ul ati o n, dis pl a yi n g li g a m e nts
str et c hi n g o f  of t h e li q ui d c or e ( bl u e) a n d b ul gi n g d u e t o Pl at e a u- R a yl ei g h
i nst a bilit y, ulti m at el y f or mi n g l ar g e dr o pl ets a n d s m all s at ellit e dr o pl ets ( b ot h
or a n g e).  T h e  V O F r es ol uti o n f or si m ul ati o ns is 6 0 D j et/ ∆ x .

of t h e  C o ul o m b f or c e, t h er e b y i n cr e asi n g t h eir r a di al dis p ersi o n.

Fi g ur es 4 a a n d 4 b ill ustr at e t h e dr o pl et si z e distri b uti o n
a cr oss di f er e nt st a g es of t h e br e a k u p pr o c ess f or b ot h si m u -
l ati o ns.  T h e d at a r e v e als t h at t h e  L o 1 0 si m ul ati o n g e n er at e d a
gr e at er pr o p orti o n of l ar g er- di a m et er dr o pl ets c o m p ar e d t o t h e
Hi 1 0 si m ul ati o n.  A cl e ar pr o gr essi o n is e vi d e nt i n t h e pl ots:
l ar g er pri m ar y str u ct ur es gi v e  w a y t o s m all er s e c o n d ar y str u c-
t ur es, c ul mi n ati n g i n a si g ni f c a nt pr e v al e n c e of s m all dr o pl ets
cl assi f e d as “ f n al ” dr o pl ets —t h os e t h at d o n ot u n d er g o f ur -
t h er br e a k u p  wit hi n t h e si m ul ati o n.  T h e  m e a n di a m et er of f n al
dr o pl ets  w as a p pr o xi m at el y 0 .2 1 3 7 D j et i n t h e  L o 1 0 si m ul ati o n
a n d 0 .0 7 9 7 D j et i n t h e  Hi 1 0 si m ul ati o n, hi g hli g hti n g a n ot a bl e
di f er e n c e i n t h e r es ulti n g dr o pl et distri b uti o ns.  T h e s e q u e n c e
of br e a k u p e v e nts l e a di n g t o t h es e f n al dr o pl ets is d e pi ct e d i n
Fi g ur es 4 c a n d 4 d s h o wi n g t h e n u m b er of br e a k u p e v e nts r e -
q uir e d t o r e a c h t h e f n al dr o pl et st a g e,  wit h s o m e str u ct ur es u n -
d er g oi n g as  m a n y as s e v e n br e a k u ps b ef or e st a bili zi n g i nt o t h eir
f n al f or m.

T h e  A S S E T  m et h o d ol o g y p er mits t h e e xtr a cti o n of t h e l o c a -
ti o ns of pri m ar y br e a k u p e v e nts.  H o w e v er, s uf ci e nt d at a f or
m e a ni n gf ul a n al ysis  w as a v ail a bl e o nl y f or si m ul ati o ns  L o 1 0
a n d  Hi 1 0. Fi g ur es 4 e a n d 4f s h o w t h e t ot al v ol u m e of dr o pl ets
s h e d at e a c h l o c ati o n al o n g t h e x - a xis.  T his  w ei g ht e d distri-
b uti o n hi g hli g hts t h e r e gi o ns  w h er e t h e j et b e c o m es  m ost u n -
st a bl e a n d u n d er g o es si g ni f c a nt disi nt e gr ati o n. I n t h e  Hi 1 0
si m ul ati o n, t w o pr o n o u n c e d p e a ks a p p e ar ar o u n d X  =  8 a n d
X  =  1 6.  T h e frst c orr es p o n ds t o a si mil ar s pi k e i n t h e n u m -
b er of br e a k u p e v e nts, i n di c ati n g b ot h hi g h dr o pl et c o u nt a n d
si z e.  T h e s e c o n d p e a k li k el y r e pr es e nts a l ar g e li q ui d str u ct ur e
d et a c hi n g fr o m t h e c or e, as s u g g est e d b y a r el ati v e d e cr e as e i n
t ot al dr o pl et pr o d u cti o n s e e n i n Fi g ur e 4 e . T h e  L o 1 0 si m u -
l ati o n als o s h o ws t w o p e a ks, b ut gi v e n its c o m p ar ati v el y l o w
dr o pl et o ut p ut, b ot h p e a ks ar e  m or e pl a usi bl y li n k e d t o l ar g e
li q ui d str u ct ur es s e p ar ati n g fr o m t h e li q ui d c or e.

A n al y zi n g t h e dr o p si z e distri b uti o ns i n Fi g ur es 4 a a n d 4 b
c o n fr ms t h e pr e v al e n c e of s m all dr o pl ets i n b ot h si m ul ati o ns.
T h e  L o 1 0 si m ul ati o n  m ai nt ai ns l ar g er dr o pl ets a n d  m a n y f e w er
dr o pl ets t ot al as s e e n i n  Ta bl e 2 . I n b ot h c as es, t h er e ar e f e w
l ar g e dr o pl ets a n d  m a n y s m all dr o pl ets.  T his distri b uti o n is
l ar g el y d u e t o c a pill ar y ef e cts dri v e n b y t h e Pl at e a u- R a yl ei g h

i nst a bilit y —s m o ot h li g a m e nts ar e str et c h e d fr o m t h e li q ui d
c or e, aft er  w hi c h s urf a c e t e nsi o n f or c es cr e at e b ul g es li n k e d b y
t hi n n er li g a m e nts, ulti m at el y l e a di n g t o pi n c h- of .  T h e r es ult-
i n g t hi n li g a m e nts f or m e d u n d er g o t h e s a m e pr o c ess, pr o d u ci n g
s m all er “s at ellit e ” dr o pl ets, d es cri b e d i n e x p eri m e nts r e p ort e d
b y  Qi a n a n d  L a w [6 2 ] a n d l at er i n  Vill er m a u x [6 3 ]. Fi g ur e 5 , a
m a g ni f e d s e g m e nt of t h e  L o 1 0 si m ul ati o n, ill ustr at es t his p h e -
n o m e n o n, s h o wi n g s e v er al li g a m e nts  wit h b ul g es a n d s m all er
s at ellit e li g a m e nts a n d dr o pl ets. F urt h er m or e, el e ctri c e f e cts
h a v e b e e n s h o w n t o r e d u c e t h e i n f u e n c e of s urf a c e t e nsi o n,
l e a di n g t o e n h a n c e d s e c o n d ar y at o mi z ati o n,  m or e dr o pl ets, a n d
a gr e at er n u m b er of br e a k u p a n d c o al es c e n c e e v e nts.

6. 4.  El e ctri c  C h ar g e  D e nsit y  

F or c o m pl et e n ess, a pr eli mi n ar y ass ess m e nt of el e ctri c
c h ar g e d e nsit y is pr o vi d e d h er e. Fi g ur e 6 ill ustr at es x -y  c ut
pl a n es of t h e  L o 1 0 a n d  Hi 1 0 si m ul ati o ns c ol or e d b y el e c -
tri c c h ar g e d e nsit y s h o wi n g c h ar g e  mi gr ati o n t hr o u g h t h e li q-
ui d.  T h e e f e cts of c h ar g e  m o bilit y e v e n n e ar t h e iss ui n g n o z zl e
c a n b e o bs er v e d i n b ot h Fi g ur e 6 a a n d 6 b wit h hi g h er c h ar g e
d e nsit y n e ar t h e s urf a c e r es ulti n g fr o m t h e u ni p ol ar c h ar g e  m u -
t u al r e p ulsi o n.  Li g a m e nts a n d str u ct ur es disl o d g e d f urt h er fr o m
t h e c e nt erli n e c arr y hi g h er c h ar g e d e nsit y as b ot h j ets disi nt e-
gr at e d o w nstr e a m fr o m pri m ar y at o mi z ati o n  m e c h a nis ms a n d
t h e i nt er pl a y a m o n g el e ctri c str ess, i n erti al f or c es, a n d s urf a c e
t e nsi o n. F urt h er d o w nstr e a m, str u ct ur es ori gi n ati n g cl os er t o
t h e a xi al c e nt erli n e c arr y l o w er c h ar g e d e nsit y  wit h l e v els si m-
il ar t o t h os e n e ar er j et c e nt er pri or t o i niti al disi nt e gr ati o n.

Usi n g t h e  A S S E T t o ol, v al u es of c h ar g e d e nsit y ( L Q )  w er e
e xtr a ct e d f or e v er y f n al dr o pl et i n t h e d o m ai ns of t h e  L o 1 0
a n d  Hi 1 0 si m ul ati o ns.  El e ctri c c h ar g e l e v els ar e s h o w n as dis -
tri b uti o ns i n Fi g ur e 7 a a n d 7 b , wit h t h e i niti al i nj e ct e d c h ar g e
v al u e r e pr es e nt e d as a d as h e d r e d li n e.  T h e distri b uti o ns ar e f -
n al dr o pl ets,  m e a ni n g dr o pl ets t h at d o n ot e x p eri e n c e f urt h er
br e a k u p i n t h e si m ul ati o n.  C h ar g e d e nsit y  m a y v ar y  wit hi n
dr o pl ets, b ut t h e v al u es r e p ort e d i n Fi g ur e 7 ar e  m e a n c h ar g e
v al u es  wit hi n e a c h dr o pl et.  M ost dr o pl ets c o nt ai n a c h ar g e d e n -
sit y t h at is v er y cl os e t o t h e i niti al b ul k c h ar g e.  B e c a us e c h ar g e
mi gr ati o n is i n cl u d e d i n t h e  m o d el, t h er e is a distri b uti o n of
c h ar g e d e nsiti es i n t h e dr o pl ets.  C h ar g e  mi gr ati o n t o w ar d t h e
o ut er s urf a c e of a li q ui d j et r es ults i n hi g h er c h ar g e d e nsit y
a w a y fr o m t h e j et c e nt erli n e a n d a hi g h er v al u e of L Q  i n str u c-
t ur es disl o d g e d n e ar t h e li q ui d- g as i nt erf a c e.  T his tr e n d is  m or e
pr o n o u n c e d i n t h e  Hi 1 0 c as e, ill ustr at e d i n Fi g ur e 7 b a n d t h e
s c att er pl ot i n Fi g ur e 7 c i n bl u e, c o m p ar e d t o t h e c h ar g e d e n-
sit y distri b uti o n f or  L o 1 0 s h o w n i n Fi g ur e 7 a a n d Fi g ur e 7 c
i n or a n g e.  T h e ef e ct of t h e l o w el e ctri c  R e y n ol ds n u m b er i n
t h es e si m ul ati o ns is e vi d e nt i n t h e pr e v aili n g el e ctri c c h ar g e i n
t h e li q ui d b ul k t hr o u g h o ut t h e d o m ai n  wit h s o m e  mi gr ati o n t o
t h e o ut er s urf a c e of t h e j et.

7.  C o n cl usi o ns  

A r o b ust c o m p ut ati o n al fr a m e w or k f or si m ul ati n g el e ctri -
c all y c h ar g e d li q ui d h y dr o c ar b o n j ets is d e v el o p e d, t est e d a n d
d e m o nstr at e d i n t his  w or k. First- pri n ci pl es- b as e d n u m eri c al
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( a) L o 1 0 i nt erf a c e c ut at x -y  pl a n e.

( b) Hi 1 0 i nt erf a c e c ut at x -y  pl a n e.

Fi g ur e 6:  A xi al pl a n es x -y  c ol or e d b y c h ar g e d e nsit y.

m et h o ds d e v el o p e d s p e ci f c all y f or hi g h- f d elit y dir e ct n u m er -
i c al si m ul ati o ns of el e ctr o h y dr o d y n a mi c ( E H D) f o ws ar e i m-
pl e m e nt e d  wit hi n a c o ns er v ati v e f o w s ol v er usi n g a n u ns plit,
g e o m etri c v ol u m e- of- f ui d tr a ns p ort s c h e m e t h at i n cl u d es  E H D
e f e cts.  T h e n u m eri c al fr a m e w or k c o ns er v es  m ass,  m o m e nt u m,
a n d t h e el e ctri c c h ar g e d e nsit y e v e n at t h e g as-li q ui d i nt erf a c e
w h er e dis c o nti n uiti es e xist.  A n o v el a p pr o a c h usi n g a s e p ar at e
m es h is us e d t o o bt ai n a c c ur at e b o u n d ar y c o n diti o ns of el e ctri c
p ot e nti al o n t h e c o m p ut ati o n al d o m ai n. Si m ul ati o ns e m pl o y
a r e c e ntl y d e v el o p e d p h ysi cs e xtr a cti o n t o ol t h at tr a c ks e v er y
br e a k u p a n d c o al es c e n c e e v e nt o c c urri n g d uri n g a n at o mi zi n g
s pr a y.  D at a c h ar a ct eri zi n g t h e at o mi z ati o n pr o c ess es ar e st or e d
i n a  N e o 4j gr a p hi c al d at a b as e pr o vi di n g a n e asil y a c c essi bl e
f or m at.  T h e fr a m e w or k d e m o nstr at e d i n t his  w or k c o n fr ms t h e
r o b ust n ess of t h e  m et h o d ol o g y a n d its t o ols.  T h e ef ci e nt  m et h -
o ds f or si m ul ati n g c o m pl e x at o mi z ati o n of el e ctri c all y c h ar g e d
j ets e n a bl e  m u c h i m pr o v e d u n d erst a n di n g of t h e ef e ct of t h e
el e ctri c f el d, t h e i nt er pl a y b et w e e n el e ctri c a n d h y dr o d y n a mi c
e f e cts a n d t h eir i n f u e n c e o n at o mi z ati o n pr o c ess es, a n d s pr a y
c h ar a ct eristi cs t h at h a v e pr o v e n c h all e n gi n g t o o bt ai n e x p eri -
m e nt all y.

St atisti cs f or dr o pl et si z e, br e a k u p a n d c o al es c e n c e e v e nts,
o ns et of pri m ar y at o mi z ati o n, a n d s pr a y c o n e a n gl e ar e r e -
p ort e d f or all si m ul ati o ns r e v e ali n g e arli er a n d e n h a n c e d li q -
ui d br e a k u p  wit h i n cr e asi n g el e ctri c c h ar g e.  T h e pr es e n c e of
el e ctri c c h ar g e d e-st a bili z es t h e li q ui d c or e, t h er e b y a d v a n c -
i n g t h e o ns et of pri m ar y at o mi z ati o n, a n d i n cr e as es s pr a y a n gl e
a n d dr o pl et s p a ci n g d u e t o t h e e f e ct of t h e el e ctri c f or c e a ct -

i n g r a di all y o ut w ar d fr o m t h e li q ui d c or e. S u bs e q u e nt t o i niti al
br e a k u p, a r e d u cti o n i n t h e e f e cti v e s urf a c e t e nsi o n i n li q ui d
str u ct ur es d u e t o t h e pr es e n c e of el e ctri c c h ar g e e n h a n c es s e c -
o n d ar y at o mi z ati o n br e a k u p pr o c ess es i n t h e el e ctri f e d j et.  T h e
e f e cts of c h ar g e  m o bilit y ar e e vi d e nt, r es ulti n g fr o m  m ut u al r e -
p ulsi o n of t h e u ni p ol ar c h ar g e  wit hi n t h e li q ui d a n d i n f u e n ci n g
t h e c h ar g e d e nsit y distri b uti o n i n dr o pl ets a n d str u ct ur es dis-
l o d g e d d uri n g pri m ar y at o mi z ati o n.

T h e  w or k r e p ort e d h er e is a n i niti al st e p t o w ar d a  m u c h
br o a d er a p pli c ati o n of  D N S f or at o mi zi n g  E H D f o ws.  T h e
si m ul ati o ns r e p ort e d h er ei n d e m o nstr at e e xt e nsi o ns t o r e c e ntl y
d e v el o p e d t o ols — a p h ysi cs e xtr a cti o n s c h e m e a n d t h e e- M es h
d o m ai n s ol v er f or el e ctri c b o u n d ar y c o n diti o ns —t o a c o m pl e x,
m ulti- p h ysi cs,  m ulti- p h as e at o mi z ati o n s c e n ari o, t h er e b y v ali -
d ati n g t h eir r o b ust n ess a n d t h e utilit y of t h e fr a m e w or k.  T h e
i nt e gr ati o n of t h es e n e w t o ols  wit hi n  N G A i m pr o v es t h e ef -
ci e n c y a n d a c c ur a c y of  E H D si m ul ati o ns a n d si g ni f c a ntl y e x -
p a n ds t h e a n al ysis o p p ort u niti es of pri m ar y at o mi z ati o n pr o -
c ess es f or t h es e t y p es of f o ws.  A n al ysis of s e c o n d ar y at o m -
i z ati o n pr o c ess es a n d  m e c h a nis ms is a n at ur al e xt e nsi o n of t h e
w or k r e p ort e d h er e.  M or e o v er, c o nti n u ati o n of t his  w or k  will
p er mit t h e d e v el o p m e nt of  D N S d at a b as es t o s u p p ort f ut ur e
e f orts, b ot h e x p eri m e nt al a n d c o m p ut ati o n al.  T h e  m et h o d -
ol o gi es d e v el o p e d i n pr e vi o us  w or k [4 1 , 4 0 , 4 2 , 4 4 , 4 7 ] a n d
d e m o nstr at e d h er e o p e n n e w, si m ul ati o ns- b as e d a v e n u es of e x -
pl or ati o n  wit hi n a br o a d er c at e g or y of el e ctr o h y dr o d y n a mi cs.
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( a) L o 1 0 c h ar g e d e nsit y distri b uti o n. ( b)  Hi 1 0 c h ar g e d e nsit y distri b uti o n. ( c)  Dr o pl et c h ar g e distri b uti o n.

Fi g ur e 7:  C h ar g e d e nsit y distri b uti o ns f or dr o pl ets i n t h e  L o 1 0 ( a) a n d  Hi 1 0 si m ul ati o ns ( b); s c att er pl ot of dr o pl et c h ar g e distri b uti o n i n  L o 1 0 ( or a n g e) a n d  Hi 1 0
( bl u e) si m ul ati o ns ( c).  R e d d as h e d li n e s h o ws i niti al v al u e f or L Q  of t h e i nj e ct e d li q ui d v ol u m e.

A c k n o wl e d g m e nts  

T his  w or k  w as s u p p ort e d b y  A d v a n c e d  C y b eri nfr astr u ct ur e
C o or di n ati o n  E c os yst e m: S er vi c es a n d S u p p ort ( A C C E S S),
N ati o n al S ci e n c e F o u n d ati o n, u n d er a  Dis c o v er y pr oj e ct all o -
c ati o n. Si m ul ati o ns  w er e p erf or m e d o n P ur d u e  U ni v ersit y’s
A n vil cl ust er t hr o u g h  A C C E S S.  T h e a ut h ors gr at ef ull y a c -
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of c o n e-j et el e ctr os pr a ys, J o ur n al of Fl ui d  M e c h a ni cs 9 6 4 ( 2 0 2 3)  A 1 9.

[ 3 7] A.  K o ur m at zis, J. S. S hri m pt o n,  El e ctr o h y dr o d y n a mi cs a n d c h ar g e i n -
j e cti o n at o mi z ers:  A r e vi e w of t h e g o v er ni n g e q u ati o ns a n d t ur b ul e n c e,
J o ur n al of  At o mi z ati o n a n d S pr a ys 1 9 ( 2 0 0 9) 1 0 4 5 – 1 0 6 3.

[ 3 8] J.  M.  Cr o wl e y,  El e ctr ost ati c f u n d a m e nt als, 1 9 9 5.
[ 3 9] O.  M. St u et z er,  M a g n et o h y dr o d y n a mi cs a n d el e ctr o h y dr o d y n a mi cs,  T h e

P h ysi cs of Fl ui ds 5 ( 1 9 6 2) 5 3 4 – 5 4 4.
[ 4 0] B.  Va n P o p p el,  O.  D esj ar di ns, J.  D ail y,  A g h ost f ui d, l e v el s et  m et h o d ol -

o g y f or si m ul ati n g  m ulti p h as e el e ctr o h y dr o d y n a mi c f o ws  wit h a p pli c a -
ti o n t o li q ui d f u el i nj e cti o n, J o ur n al of  C o m p ut ati o n al P h ysi cs 2 2 9 ( 2 0 1 0)
7 9 7 7 – 7 9 9 6.

[ 4 1] P. S h e e h y,  M.  O w k es,  N u m eri c al st u d y of el e ctri c r e y n ol ds n u m b er o n
el e ctr o h y dr o d y n a mi c ( e h d) assist e d at o mi z ati o n,  At o mi z ati o n a n d S pr a ys
2 7 ( 2 0 1 7).

[ 4 2] B. P.  Va n P o p p el,  B.  C hrist e ns e n,  M.  O w k es,  V.  Kriss h n a, Fr a m e w or k f or
a n al y zi n g at o mi z ati o n i n el e ctri c all y c h ar g e d di es el-t y p e j ets, i n: I L A S S
A m eri c as 3 4t h  C o nf er e n c e o n  Li q ui d  At o mi z ati o n a n d S pr a y S yst e ms,
2 0 2 4, p p. 1 – 1 0.

[ 4 3] J. P ot y k a,  K. S c h ult e,  A v ol u m e of f ui d  m et h o d f or t hr e e di m e nsi o n al di -
r e ct n u m eri c al si m ul ati o ns of i m mis ci bl e dr o pl et c ollisi o ns, I nt er n ati o n al
J o ur n al of  M ulti p h as e Fl o w 1 7 0 ( 2 0 2 4) 1 0 4 6 5 4.

[ 4 4] V.  Kriss h n a,  W.  Li u,  M.  O w k es,  Hi g h- f d elit y si m ul ati o ns of a r ot ar y
b ell at o mi z er  wit h el e ctr o h y dr o d y n a mi c e f e cts, I nt er n ati o n al J o ur n al of
M ulti p h as e Fl o w 1 6 8 ( 2 0 2 3) 1 0 4 5 6 6.

[ 4 5] V.  Kriss h n a,  M.  O w k es, I n v esti g ati n g at o mi z ati o n c h ar a ct er -
isti cs i n a n el e ctr ost ati c r ot ar y b ell at o mi z er, I nt er n ati o n al
J o ur n al of  M ulti p h as e Fl o w ( 2 0 2 4) 1 0 4 8 1 4.  U R L: htt ps: //w w w.
s ci e n c e dir e ct. c o m /s ci e n c e /arti cl e /pii /S 0 3 0 1 9 3 2 2 2 4 0 0 0 9 4 6 . d oi: h t t p s :  
/ / d o i . o r g / 1 0 . 1 0 1 6 / j . i j m u l t i p h a s e f l o w . 2 0 2 4 . 1 0 4 8 1 4 .

[ 4 6] C.  R u b el,  M.  O w k es,  E xtr a cti o n of dr o pl et g e n e al o gi es fr o m hi g h- f d elit y
at o mi z ati o n si m ul ati o ns,  At o mi z ati o n a n d S pr a ys 2 9 ( 2 0 1 9).

[ 4 7] B.  C hrist e ns e n,  M.  O w k es,  E f ci e nt e xtr a cti o n of at o mi z ati o n pr o c ess es
fr o m hi g h- f d elit y si m ul ati o ns,  C o m p ut ers  & Fl ui ds 2 5 4 ( 2 0 2 3) 1 0 5 8 0 8.

[ 4 8] J.  C h a n g,  A.  K ell y, J.  Cr o wl e y,  H a n d b o o k of el e ctr ost ati c pr o c ess es,  M ar -
c el  D e k k er, I n c., 1 9 9 5.

[ 4 9] O.  D esj ar di ns,  G.  Bl a n q u art,  G.  B al ar a c,  H. Pits c h,  Hi g h  Or -
d er  C o ns er v ati v e Fi nit e  Di f er e n c e S c h e m e F or  Vari a bl e  D e nsit y  L o w
M a c h  N u m b er  T ur b ul e nt Fl o ws, J o ur n al of  C o m p ut ati o n al P h ysi cs
2 2 7 ( 2 0 0 8) 7 1 2 5 – 7 1 5 9.  U R L: htt p: //li n ki n g h u b. els e vi er. c o m/r etri e v e/pii / 

S 0 0 2 1 9 9 9 1 0 8 0 0 1 6 6 6 . d oi: 1 0 . 1 0 1 6 / j . j c p . 2 0 0 8 . 0 3 . 0 2 7 .
[ 5 0] M.  O w k es,  O.  D esj ar di ns,  A c o m p ut ati o n al fr a m e w or k f or c o ns er v a -

ti v e, t hr e e- di m e nsi o n al, u ns plit, g e o m etri c tr a ns p ort  wit h a p pli c ati o n t o
t h e v ol u m e- of- f ui d ( v of)  m et h o d, J o ur n al of  C o m p ut ati o n al P h ysi cs 2 7 0
( 2 0 1 4) 5 8 7 – 6 1 2.

[ 5 1] M.  O w k es,  O.  D esj ar di ns,  A  m ass a n d  m o m e nt u m c o ns er vi n g u ns plit
s e mi-l a gr a n gi a n fr a m e w or k f or si m ul ati n g  m ulti p h as e f o ws, J o ur n al of
C o m p ut ati o n al P h ysi cs 3 3 2 ( 2 0 1 7) 2 1 – 4 6.

[ 5 2] K.  W.  M ort o n,  M. J.  B ai n es,  N u m eri c al  m et h o ds f or f ui d d y n a mi cs  V,
v ol u m e 5,  O xf or d  U ni v ersit y Pr ess, 1 9 9 5.

[ 5 3] J.  E. Pilli o d Jr, S e c o n d- or d er a c c ur at e v ol u m e- of- f ui d al g orit h ms f or
tr a c ki n g  m at eri al i nt erf a c es, J o ur n al of  C o m p ut ati o n al P h ysi cs 1 9 9
( 1 9 9 7).

[ 5 4] M.  O w k es,  E.  C a u bl e, J. S e n e c al,  R.  A.  C urri e, I m p ort a n c e of c ur v at ur e
e v al u ati o n s c al e f or pr e di cti v e si m ul ati o ns of d y n a mi c g as –li q ui d i nt er -
f a c es, J o ur n al of  C o m p ut ati o n al P h ysi cs 3 6 5 ( 2 0 1 8) 3 7 – 5 5.

[ 5 5] O.  D esj ar di ns,  H. Pits c h,  D et ail e d n u m eri c al i n v esti g ati o n of t ur b u -
l e nt at o mi z ati o n of li q ui d j ets,  At o mi z ati o n a n d S pr a ys 1 ( 2 0 1 0).
U R L: htt p: //w w w. dl. b e g ell h o us e. c o m /j o ur n als/6 a 7 c 7 e 1 0 6 4 2 2 5 8 c c,
4 5 4 e c 3 2 d 6 8 3 e 6 c 1 b, 5 1f 2 0 e 1 9 2 2 9 3f d 9 0. ht ml .

[ 5 6] R.  D. F al g o ut, J.  E. J o n es,  U.  M.  Ya n g, P urs ui n g s c al a bilit y f or h y pr e’s
c o n c e pt u al i nt erf a c es,  A C M  Tr a ns a cti o ns o n  M at h e m ati c al S oft w ar e
( T O M S) 3 1 ( 2 0 0 5) 3 2 6 – 3 5 0.

[ 5 7] R.  D. F al g o ut, J.  E. J o n es,  U.  M.  Ya n g,  T h e d esi g n a n d i m pl e m e nt ati o n
of h y pr e, a li br ar y of p ar all el hi g h p erf or m a n c e pr e c o n diti o n ers, i n:  N u -
m eri c al s ol uti o n of p arti al di f er e nti al e q u ati o ns o n p ar all el c o m p ut ers,
S pri n g er, 2 0 0 6, p p. 2 6 7 – 2 9 4.

[ 5 8] R. F e d ki w,  T.  Asl a m,  B.  M erri m a n, S.  Os h er,  A n o n- os cill at or y e ul eri a n
a p pr o a c h t o i nt erf a c es i n  m ulti m at eri al f o ws (t h e g h ost f ui d  m et h o d),
J o ur n al of  C o m p ut ati o n al P h ysi cs 1 5 2 ( 1 9 9 9) 4 5 7 – 4 9 2.

[ 5 9] J.  D e n d y,  Bl a c k b o x  m ulti gri d, J o ur n al of  C o m p ut ati o n al P h ysi cs 4 8
( 1 9 8 2) 3 6 6 – 3 8 6.

[ 6 0] M.  H err m a n n,  A P ar all el  E ul eri a n I nt erf a c e  Tr a c ki n g / L a gr a n gi a n
P oi nt P arti cl e  M ulti- S c al e  C o u pli n g Pr o c e d ur e, J o ur n al of  C o m p ut ati o n al
P h ysi cs 2 2 9 ( 2 0 1 0) 7 4 5 – 7 5 9.  U R L: htt p: //d x. d oi. or g /1 0. 1 0 1 6 /j.j c p. 2 0 0 9.
1 0. 0 0 9 . d oi: 1 0 . 1 0 1 6 / j . j c p . 2 0 0 9 . 1 0 . 0 0 9 .

[ 6 1] K.  Ta n g,  A.  G o m e z,  O n t h e str u ct ur e of a n el e ctr ost ati c s pr a y of  m o n o dis -
p ers e dr o pl ets, P h ysi cs of Fl ui ds 6 ( 1 9 9 4) 2 3 1 7 – 2 3 3 2.

[ 6 2] J.  Qi a n,  C.  K.  L a w,  R e gi m es of c o al es c e n c e a n d s e p ar ati o n i n dr o pl et
c ollisi o n, J o ur n al of f ui d  m e c h a ni cs 3 3 1 ( 1 9 9 7) 5 9 – 8 0.

[ 6 3] E.  Vill er m a u x, Fr a g m e nt ati o n v ers us c o h esi o n, J o ur n al of Fl ui d  M e c h a n -
i cs 8 9 8 ( 2 0 2 0) P 1.

1 3

-

http://link.aip.org/link/PHFLE6/v24/i10/p102101/s1{&}Agg=doi
http://link.aip.org/link/PHFLE6/v24/i10/p102101/s1{&}Agg=doi
http://dx.doi.org/10.1063/1.4754737
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0301932216300465
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0301932216300465
http://dx.doi.org/10.1016/j.ijmultiphaseflow.2016.11.009
http://dx.doi.org/10.1016/j.ijmultiphaseflow.2016.11.009
http://aip.scitation.org/doi/10.1063/1.5023437
http://dx.doi.org/10.1063/1.5023437
http://www.journals.cambridge.org/abstract{_}S002211201300102X
http://www.journals.cambridge.org/abstract{_}S002211201300102X
http://dx.doi.org/10.1017/jfm.2013.102
http://dx.doi.org/10.1017/jfm.2013.102
https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0301932224000946
https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0301932224000946
http://dx.doi.org/https://doi.org/10.1016/j.ijmultiphaseflow.2024.104814
http://dx.doi.org/https://doi.org/10.1016/j.ijmultiphaseflow.2024.104814
http://linkinghub.elsevier.com/retrieve/pii/S0021999108001666
http://linkinghub.elsevier.com/retrieve/pii/S0021999108001666
http://dx.doi.org/10.1016/j.jcp.2008.03.027
http://www.dl.begellhouse.com/journals/6a7c7e10642258cc,454ec32d683e6c1b,51f20e192293fd90.html
http://www.dl.begellhouse.com/journals/6a7c7e10642258cc,454ec32d683e6c1b,51f20e192293fd90.html
http://dx.doi.org/10.1016/j.jcp.2009.10.009
http://dx.doi.org/10.1016/j.jcp.2009.10.009
http://dx.doi.org/10.1016/j.jcp.2009.10.009

	Introduction
	Mathematical Formulation
	Governing Equations
	Interface Boundary Conditions

	Numerical Approach
	Data Extraction
	Computational Domain and Simulations
	Results
	Uncharged and Charged Simulation Comparison
	Charged Simulations Comparison
	Primary Atomization Analysis
	Electric Charge Density

	Conclusions
	Copy Cover Page.pdf
	Blank Page
	Blank Page




