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We i n v esti g at e t h e d y n a mi c al ti d e i n a gr a vit ati o n al  w a v e ( G W)- dri v e n c o al es ci n g bi n ar y i n v ol vi n g at

l e ast o n e n e utr o n st ar ( N S).  T h e d ef or m e d  N S is ass u m e d t o s pi n r a pi dl y,  wit h its s pi n a xis a nti ali g n e d  wit h

t h e or bit. S u c h a n  N S  m a y e xist if t h e bi n ar y f or ms d y n a mi c all y i n a d e ns e e n vir o n m e nt, a n d it c a n l e a d t o a

p arti c ul arl y str o n g ti d e b e c a us e t h e  N S f- m o d e c a n b e r es o n a ntl y e x cit e d d uri n g t h e i ns pir al.  We pr es e nt a

n e w a n al yti c al s ol uti o n f or t h e f- m o d e r es o n a n c e b y d e c o m p o si n g t h e ti d e i nt o a r es u m m e d e q uili bri u m

c o m p o n e nt v ar yi n g at t h e ti d al f or ci n g fr e q u e n c y a n d a d y n a mi c al c o m p o n e nt v ar yi n g at t h e f- m o d e

ei g e nfr e q u e n c y t h at is e x cit e d o nl y ar o u n d  m o d e r es o n a n c e.  T his s ol uti o n si m plifi es n u m eri c al

i m pl e m e nt ati o ns b y a v oi di n g t h e s u btr a cti o n of t w o di v er gi n g t er m s as  w a s d o n e i n pr e vi o us a n al ys es.

It als o e xt e n ds t h e s ol uti o n’s v ali dit y t o fr e q u e n ci es b e y o n d  m o d e r es o n a n c e.  W h e n t h e d y n a mi c al ti d e b a c k

r e a cts o n t h e or bit,  w e d e m o n str at e t h at t h e c o m m o nl y a d o pt e d eff e cti v e  L o v e n u m b er is i ns uffi ci e nt

b e c a us e it d o es n ot c a pt ur e t h e ti d al t or q u e o n t h e or bit t h at d o mi n at es t h e b a c k r e a cti o n d uri n g  m o d e

r es o n a n c e.  A n a d diti o n al dr es si n g f a ct or ori gi n ati n g fr o m t h e i m a gi n ar y p art of t h e  L o v e n u m b er is

t h er ef or e i ntr o d u c e d t o  m o d el t h e t or q u e.  T h e dissi p ati v e i nt er a cti o n b et w e e n t h e  N S a n d t h e or bit al  m ass

m ulti p ol es is c o m p ut e d i n cl u di n g t h e d y n a mi c al ti d e a n d s h o w n t o b e s u b d o mi n a nt c o m p ar e d t o t h e

c o n s er v ati v e e n er g y tr a nsf er fr o m t h e or bit t o t h e  N S  m o d es.  O ur st u d y s h o ws t h at or bit al p h as e s hifts

c a us e d b y t h e l ¼  3 a n d l ¼  2 f- m o d es c a n r e a c h 0. 5 a n d 1 0 r a di a ns at t h eir r es p e cti v e r es o n a n c es if t h e  N S

h as a s pi n r at e of 8 5 0  H z a n d dir e cti o n a nti ali g n e d  wit h t h e or bit.  B e c a us e of t h e l ar g e i m p a ct of t h e l ¼  2

d y n a mi c al ti d e, a li n e ari z e d a n al yti c al d es cri pti o n b e c o m es i ns uffi ci e nt, c alli n g f or f ut ur e d e v el o p m e nts t o

i n c or p or at e hi g h er- or d er c orr e cti o ns.  Aft er  m o d e e x cit ati o n, t h e or bit c a n n ot r e m ai n q u asi cir c ul ar, a n d t h e

e c c e ntri cit y e x cit e d b y t h e l ¼  2 d y n a mi c al ti d e c a n a p pr o a c h n e arl y e  ≃  0 .1 , l e a di n g t o n o n m o n ot o ni c

fr e q u e n c y e v ol uti o n  w hi c h br e a ks t h e st ati o n ar y p h as e a p pr o xi m ati o n c o m m o nl y a d o pt e d b y fr e q u e n c y

d o m ai n p h e n o m e n ol o gi c al  w a v ef or m c o nstr u cti o ns.  L astl y,  w e d e m o n str at e t h at t h e  G W r a di ati o n fr o m t h e

r es o n a ntl y e x cit e d f- m o d e al o n e c a n b e d et e ct e d  wit h a si g n al-t o- n ois e r ati o e x c e e di n g u nit y at a dist a n c e of

5 0  M p c  wit h t h e n e xt- g e n er ati o n  G W d et e ct ors.
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I. I N T R O D U C TI O N  

T h e first o bs er v ati o n of a bi n ar y n e utr o n st ar ( B N S)
m er g er o n  A u g ust 1 7, 2 0 1 7, d e m o nstr at e d t h e f ut ur e
pr o mis e of d et e cti n g i m pri nts of  m att er eff e cts of a n e utr o n
st ar ( N S) i n gr a vit ati o n al  w a v e ( G W) si g n als [1 – 4 ].
D et e cti n g a n  N S  wit h a si g nifi c a nt s pi n  mis ali g n e d  wit h
t h e or bit c a n b e es p e ci all y i nt er esti n g f or at l e ast t w o r e as o ns.
First, s u c h a s yst e m c a n b e hi g hl y i nf or m ati v e a b o ut t h e

f or m ati o n hist or y of t h e bi n ar y.  A  mis ali g n e d s pi n h as b e e n
c o nsi d er e d t o b e s m o ki n g g u n e vi d e n c e t h at t h e bi n ar y
f or m e d d y n a mi c all y i n a d e ns e st ell ar e n vir o n m e nt [5 ].
W hil e  m ost  N Ss i n t h e  G al a cti c  B N S p o p ul ati o n h a v e l o w
s pi ns [6 ], n ot hi n g f u n d a m e nt al pr e v e nts a r a pi dl y s pi n ni n g
N S i n a c o al es ci n g bi n ar y.  T h e  m a xi m u m di m e nsi o nl ess s pi n
a n  N S c a n h a v e b ef or e it br e a ks u p is a b o ut 0. 6 7 [7 ], or a b o ut
a s pi n r at e of 1 0 0 0  H z ( d e p e n di n g o n t h e e q u ati o n of st at e).
T h e f ast est-s pi n ni n g p uls ar k n o w n, J 1 7 4 8- 2 4 4 6 a d, h as a
s pi n r at e of 7 1 6  H z. It r esi d es i n t h e gl o b ul ar cl ust er  Ter z a n 5
a n d h as a li g ht c o m p a ni o n [8 ], b ot h c o n diti o ns f a v or a bl e f or
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t h e d y n a mi c al pr o d u cti o n of  G W s o ur c es [9 ]. If a n N S
si mil ar t o J 1 7 4 8- 2 4 4 6 a d is c a pt ur e d i nt o a c o m p a ct a n d/ or
hi g hl y e c c e ntri c or bit t hr o u g h, e. g., bi n ar y-si n gl e e n c o u n -
t eri n g [1 0 ], it  m a y  m er g e q ui c kl y  w hil e r et ai ni n g a
si g nifi c a nt s pi n  w h e n e nt eri n g t h e s e n siti vit y b a n d of
a gr o u n d- b a s e d  G W d et e ct or. S e c o n d,  m att er eff e ct s c a n
al s o l e a d t o ri c h d y n a mi cs i n t h e bi n ar y ’s e v ol uti o n  w h e n
t h e s pi n is  mi s ali g n e d [1 1 ]. It c a n b ot h  m o dif y t h e
pr e c e ssi o n of t h e or bit [1 2 ,1 3 ] a n d c a u s e e xtr a d e p h asi n g
of t h e  G W si g n al t hr o u g h b ot h  N e wt o ni a n ( vi a ti d al
i nt er a cti o n s [1 4 – 2 0 ]) a n d p ost- N e wt o ni a n ( or P N vi a,
e. g., q u a dr u p ol e- m o n o p ol e i nt er a cti o ns [2 1 ,2 2 ]) eff e ct s.

Of p arti c ul ar i nt er est t o t his  w or k is t h e ti d al i nt er a cti o n
a n d  w e  will f o c us o n a s p e ci al s c e n ari o i n  w hi c h t h e
d ef or m e d  N S h as a s pi n a nti ali g n e d  wit h t h e or bit. It h as
b e e n s h o w n i n b ot h t h e or eti c al st u di es [2 3 – 2 7 ] a n d n u m eri -
c al r el ati vit y si m ul ati o ns [2 8 – 3 0 ] t h at ti d al d ef or m ati o n is
si g nifi c a ntl y a m plifi e d  w h e n t h e s pi n is a nti ali g n e d, b e c a us e
t h e a nti ali g n e d s pi n s hifts t h e ei g e nfr e q u e n c y of t h e  N S
f u n d a m e nt al  m o d e os cill ati o n, or f- m o d e, d o w n t o a l o w er
v al u e i n t h e i n erti al fr a m e ( or e q ui v al e ntl y, it s hifts t h e ti d al
f or ci n g fr e q u e n c y u p i n t h e fr a m e c or ot ati n g  wit h t h e  N S),
s o t h at t h e  N S f- m o d e c a n b e r es o n a ntl y e x cit e d d uri n g t h e
i ns pir al st a g e.

W hil e l e a di n g t o a str o n g si g n al, t h e r es o n a nt e x cit ati o n
of a  m o d e als o l e a ds t o t h e or eti c al c h all e n g es i n  m o d eli n g
t his eff e ct. S o m e e arli er  mil est o n es i n t his eff ort i n cl u d e
R ef. [3 1 ] i n  w hi c h t h e a ut h or c o m p ut e d t h e as y m pt oti c
e n er g y tr a nsf er of a r es o n a ntl y e x cit e d  m o d e, a n d  R ef. [3 2 ]
w h er e t h e a ut h ors i d e ntifi e d t h e k e y eff e ct of a r es o n a ntl y
e x cit e d  m o d e c a n b e  m o d el e d as a j u m p i n t h e or bit ’s
fr e q u e n c y e v ol uti o n at t h e  m o d e r es o n a n c e.  Ot h er  w or ks
dis c ussi n g  m o d e r es o n a n c es i n c o al es ci n g bi n ari es i n cl u d e
R efs. [2 3 ,2 4 ,2 6 ] f or f- m o d es,  R efs. [3 1 ,3 3 – 3 7 ] f or gr a vit y
m o d es,  R efs. [2 3 ,3 8 – 4 1 ] f or  R oss b y/i n erti al  m o d es, a n d
R efs. [4 2 – 4 4 ] f or i nt erf a c e/ cr ust al  m o d es.

W hil e a  m o d el as si m pl e as a j u m p i n t h e fr e q u e n c y
e v ol uti o n at t h e  m o d e r es o n a n c e  m a y b e s uffi ci e nt i n
m o d eli n g ot h er  m o d es  w h os e ti d al c o u pli n g is s m all, f or
t h e f- m o d e t h at d o mi n at es t h e ti d al i nt er a cti o n,  m or e
d et ail e d  m o d eli n g is d esir e d  w h e n c o nstr u cti n g f ait hf ul
G W  w a v ef or m t e m pl at es f or p ar a m et er esti m ati o n. I n
p arti c ul ar, s u c h a  m o d el s h o ul d s m o ot hl y c o n n e ct t h e
a n al ysis of f- m o d e i n t h e a di a b ati c ( z er o dri vi n g fr e q u e n c y)
li mit [1 4 – 2 0 ] t o t h os e t h at i n cl u d e c orr e cti o ns fr o m fi nit e-
fr e q u e n c y eff e cts, or e v e n  m o d e r es o n a n c e.  A n al yti c al
m o d els f or t h e f- m o d e ’s e v ol uti o n a n d its or bit al b a c k-
r e a cti o n c a n b e hi g hl y v al u a bl e f or p ar a m et er esti m ati o n
p ur p os es b e c a us e t h e y c a n b e g e n er at e d i n l ar g e q u a ntiti es
wit h  m a n a g e a bl e c o m p ut ati o n al c osts.  T h e i nf er e n c e of ti d al
si g n at ur es i n  B N S si g n als f urt h er pl a ys a c e ntr al r ol e i n
c o nstr ai ni n g t h e e q u ati o n of st at e of  N S  m att er [4 5 – 5 2 ].
A n a n al yti c al  m o d el c a n als o g ui d e t h e e m piri c al
c ali br ati o n a g ai nst n u m eri c al si m ul ati o ns i n t h e n o nli n e ar
r e gi m e [5 3 ,5 4 ]. S o m e  m aj or st e ps f or w ar d i n i nt e gr ati n g t h e

f- m o d e r es o n a n c e i nt o  G W  w a v ef or m c o nstr u cti o n u n d er
t h e eff e cti v e- o n e b o d y ( E O B) fr a m e w or k [5 5 ] i n cl u d e
R efs. [5 6 ,5 7 ] f or n o ns pi n ni n g  N Ss a n d  R ef. [2 5 ] f or
s pi n ni n g o n es.  T h e a ut h ors pr o p os e d t o  m o dif y t h e ti d al
L o v e n u m b er  wit h a fr e q u e n c y- d e p e n d e nt “ dr essi n g f a ct or ” ,
k n o w n as t h e “ eff e cti v e  L o v e n u m b er ”  s o t h at t h e ti d al
b a c kr e a cti o n o n t h e or bit t a k es t h e s a m e f or m as i n t h e
a di a b ati c li mit.  T h e eff e cti v e  L o v e n u m b er d es cri pti o n
q ui c kl y g ai n e d p o p ul arit y i n t h e lit er at ur e  w h e n  m o d eli n g
N S d y n a mi c al ti d es. S e e, e. g.,  R efs. [2 7 ,5 8 – 6 4 ].

H o w e v er, t h er e ar e a f e w as p e cts t o b e i m pr o v e d f or t h e
a n al ysis i n  R ef. [2 5 ].  O n e is t h at its n u m eri c al i m pl e m e n-
t ati o n  m a y n ot b e i d e al  w h e n  m o d e r es o n a n c e d o es o c c ur.
T h e l o w est- or d er fi nit e-fr e q u e n c y c orr e cti o n of t h e ti d e h as
a di v er gi n g b e h a vi or at  m o d e r es o n a n c e,  w hi c h is u n p h ys -
i c al b e c a us e t h e  m o d e s p e n ds o nl y a fi nit e a m o u nt of ti m e
n e ar r es o n a n c e [3 1 ].  T h e a ut h ors of  R ef. [2 5 ], f oll o wi n g
t h eir e arli er a n al ys es i n  R efs. [5 6 ,5 7 ], i ntr o d u c e d a n ot h er
di v er gi n g t er m  wit h a n o p p osit e si g n t o c a n c el t h e di v er -
g e n c e.  A si mil ar pr o c e d ur e t o r e m o v e t h e di v er g e n c e is als o
a d o pt e d i n  R ef. [2 4 ].  W hil e t h e or eti c all y a c c ur at e, s u b-
tr a cti n g t w o di v er gi n g t er ms t o g et a p erf e ct c a n c ell ati o n
c a n b e c h all e n gi n g i n n u m eri c al i m pl e m e nt ati o ns.

M or e o v er, t h e e v ol uti o n of t h e ti d all y i n d u c e d  N S  m ass
m ulti p ol e i n t h e f or m ul ati o n of  R ef. [2 5 ] is a c c ur at e o nl y u p
t o r es o n a n c e, a n d t h e eff e cti v e  L o v e n u m b er is a d e q u at e i n
d es cri bi n g t h e b a c kr e a cti o n o nl y  w h e n t h e ti d al f or ci n g
fr e q u e n c y is b el o w r es o n a n c e. I n p arti c ul ar,  w e  will s h o w
e x pli citl y t h at t h e eff e cti v e  L o v e n u m b er f ails t o d es cri b e t h e
t or q u e b et w e e n t h e  N S a n d t h e or bit,  w hi c h d o mi n at es t h e
ti d al b a c kr e a cti o n ar o u n d  m o d e r es o n a n c e. It is a ct u all y
w h at l e a ds t o t h e j u m p i n t h e  w a v ef or m ’s fr e q u e n c y
e v ol uti o n s h o w n i n e arli er a n al ys es [3 2 ].  T h e eff e cti v e
L o v e n u m b er is als o i ns uffi ci e nt i n d es cri bi n g t h e  G W
r a di ati o n d u e t o t h e c o h er e nt i nt er a cti o n of  N S a n d or bit al
m ass  m ulti p ol es  w h e n fi nit e fr e q u e n c y c orr e cti o ns ar e
i n cl u d e d. I n d e e d, a r e c e nt a n al ysis i n  R ef. [6 1 ] c o m p ari n g
w a v ef or ms g e n er at e d f oll o wi n g  R ef. [2 5 ] f o u n d it i ns uffi-
ci e nt i n d es cri bi n g s yst e ms  w h er e f- m o d e r es o n a n c e h a p -
p e ns, a n d t h e eff e cti v e  L o v e n u m b er tr e at m e nt d o es n ot
i m pr o v e t h e a gr e e m e nt  wit h n u m eri c al r el ati vit y  w h e n
c o m p ar e d  wit h  m o d els  wit h o ut f- m o d e r es o n a n c es [2 0 ,6 5 ].

We t h er ef or e ai m t o i m pr o v e t h e a n al ysis b y  R ef. [2 5 ] i n
d es cri bi n g t h e  N S f- m o d e r es o n a n c e i n cl u di n g t h e l e a di n g-
or d er c orr e cti o n d u e t o  N S s pi n.  We  will st art b y e n h a n ci n g
t h e tr e at m e nt of t h e  m o d e a m plit u d e e v ol uti o n i n S e c. II s o
t h at all di v er gi n g t er ms ar e eli mi n at e d a n al yti c all y f or e as y
n u m eri c al i m pl e m e nt ati o n.  M or e i m p ort a ntl y,  w e e xt e n d t h e
v ali dit y of t h e s ol uti o n t o fr e q u e n ci es b e y o n d  m o d e r es o -
n a n c e. I n S e c. III,  w e e x a mi n e t h e r el ati o n b et w e e n  N S  m ass
m ulti p ol es, t h e eff e cti v e  L o v e n u m b er, a n d ti d al b a c k-
r e a cti o ns o n t h e or bit.  We  will s h o w t h at t h e c o m m o nl y
a d o pt e d eff e cti v e  L o v e n u m b er c a pt ur es o nl y t h e r a di al
i nt er a cti o n b ut  miss es t h e ti d al t or q u e, y et t h e t or q u e is  w h at
d o mi n at es t h e b a c kr e a cti o n ar o u n d  m o d e r es o n a n c e.  A n e w
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dr essi n g f a ct or is t h er ef or e i ntr o d u c e d t o d es cri b e t h e
t or q u e. It is f oll o w e d b y S e c. II  B w h er e  w e d es cri b e t h e
s yst e m’s e v ol uti o n t hr o u g h o ut t h e i ns pir al, i n cl u di n g b ot h
pr e a n d p ostr es o n a n c e r e gi m es.  We c o nsi d er i n S e c. I V  B
t h e ti d al p h as e s hift i n t h e  G W si g n al usi n g b ot h e n er g y
b al a n ci n g ar g u m e nts a n d os c ul ati n g or bits.  T h e os c ul ati n g
or bits f urt h er all o w us t o e x a mi n e i n S e c. I V  C t h e d e vi ati o n
fr o m t h e q u asi cir c ul ar i ns pir al i n t h e p ostr es o n a n c e r e gi m e.
We als o a n al y z e t h e d et e ct a bilit y of t h e  G W fr o m t h e
r es o n a ntl y e x cit e d f- m o d e i n S e c. I V  D.  L astl y,  w e c o n cl u d e
a n d dis c uss i n S e c. V .

T hr o u g h o ut t h e p a p er,  w e a d o pt g e o m etri c al u nits  wit h
G  ¼  c  ¼  1 .  We  will us e M 1 t o d e n ot e t h e  m ass of t h e
ti d all y d ef or m e d  N S a n d R 1 its r a di us.  T o g et h er t h e y l e a d t o

n at ur al u nits E 1 ≡  M 2
1 = R 1 a n d ω 1 ≡  

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi 
M 1 = R 3

1

p
.  T h e  m ass

of t h e c o m p a ni o n is d e n ot e d  wit h M 2 .  T o d es cri b e t h e
or bit al d y n a mi cs,  w e f urt h er d efi n e M t ¼  M 1 þ  M 2 ,
μ  ¼  M 1 M 2 = M t, a n d η  ¼  μ = M t as t h e t ot al  m ass, r e d u c e d
m ass, a n d s y m m etri c  m ass r ati o.  As o ur f o c us is t h e ti d al
i nt er a cti o n,  w e si m plif y t h e a n al ysis b y  m o d eli n g t h e
or bit al d y n a mi cs at  N e wt o ni a n or d er  w hil e i n cl u di n g t h e
l e a di n g or d er q u a dr u p ol e  G W r a di ati o n.  A  m or e ri g or o us
a n al ysis s h o ul d i n c or p or at e r el ati visti c eff e cts, as t h e y ar e
cr u ci al i n t h e l at e i ns pir al st a g e.  T his  w o ul d e nt ail r e pl a ci n g
o ur  N e wt o ni a n  H a milt o ni a n t o, e. g., t h at c o nstr u ct e d u n d er
t h e  E O B fr a m e w or k, as d o n e i n  R efs. [2 5 ,5 6 ,5 7 ].  We d ef er
s u c h a n u p gr a d e t o a f ut ur e st u d y.

II. A N A L Y TI C A L  S O L U TI O N  O F  TI D A L  
A M P LI T U D E  

We b e gi n o ur dis c ussi o n b y first e x a mi ni n g t h e e v ol uti o n
of t h e a m plit u d e of a ti d all y dri v e n  N S  m o d e t hr o u g h o ut t h e
i ns pir al st a g e.  T h e  m o d e a m plit u d e is dir e ctl y r el at e d t o t h e
ti d all y i n d u c e d  m ass  m ulti p ol es [s e e l at er  E q. ( 3 8)] a n d is
w h at d et er mi n es t h e b a c kr e a cti o n o n t h e or bit, a t o pi c  w e
will dis c uss i n d et ail i n S e c. III.

T h e  m oti o n of a p ert ur b e d fl ui d p ar c el  wit h  L a gr a n gi a n
dis pl a c e m e nt ξ  c a n b e  writt e n i n t h e c or ot ati n g fr a m e t o
li n e ar or d er i n ξ  as [6 6 ]

 ξ  þ  2 Ω  × ξ̇ þ  C ξ  ¼  a e xt ; ð 1 Þ 

w h er e Ω  is t h e s pi n v e ct or, C  is a s elf- a dj oi nt o p er at or
d es cri bi n g t h e h y dr o d y n a mi c r es p o ns e of t h e st ar, a n d a e xt

is a n e xt er n al a c c el er ati o n a cti n g o n t h e st ar.
We p erf or m a p h as e-s p a c e d e c o m p ositi o n of t h e fl ui d

i nt o ei g e n m o d es as [6 6 ]

  
ξ  

ξ̇  

  

¼  
X  

a  

q a  

  
ξ a  

− iω  a  ξ a  

  

; ð2 Þ 

w h er e q a  ¼  q a ðtÞ is a  m o d e’s a m plit u d e  w h os e t e m p or al
e v ol uti o n is t o b e s ol v e d i n t his s e cti o n, a n d ξ a  ¼  ξ a ðr ns Þ  is
t h e  m o d e’s s p ati al ei g e nf u n cti o n.  We us e r ns t o d e n ot e a

fl ui d el e m e nt’s p ositi o n i nsi d e t h e  N S,  w hi c h s h o ul d b e
disti n g uis h e d fr o m t h e or bit al s e p ar ati o n d e n ot e d b y r.  T h e
s u m m ati o n r u ns o v er all t h e r a di al a n d a n g ul ar q u a nt u m
n u m b ers as  w ell as t h e si g ns of t h e  m o d e ’s ei g e nfr e q u e n c y
ω a  (i n t h e c or ot ati n g fr a m e).  W h e n a cti n g o n a n ei g e n-
m o d e, t h e o p er at or C  s atisfi es

C ξ a  ¼  ω 2
a ξ a  þ  2 iω a Ω  × ξ a : ð3 Þ 

T h e e q u ati o n of  m oti o n f or e a c h  m o d e i n t h e c or ot ati n g
fr a m e is gi v e n b y [6 6 ]

q̇ a  þ  iω a q a  ¼  f a ; ð4 Þ 

w h er e

f a  ¼  
i 

ϵ a  

h ξ  a ; a e xt i; ð5 Þ 

ϵ a  ¼  2 hξ  a ; ω a  ξ a  þ  iΩ  × ξ  a  i : ð6 Þ 

F or t his  w or k,  w e  will f o c us o n t h e c as e  w h er e t h e bi n ar y
m o v es i n t h e x- y  pl a n e i n a n i niti all y q u asi cir c ul ar or bit, a n d
Ω  is eit h er ali g n e d (Ω  >  0 ) or a nti ali g n e d (Ω  <  0 )  wit h t h e
z - a xis, t h e dir e cti o n of or bit al a n g ul ar  m o m e nt u m.  We
f urt h er c o nsi d er t h e c as e  w h er e t h e fl ui d is p ert ur b e d b y t h e
c o m p a ni o n ’s ti d al fi el d s o a e xt ¼  − ∇ U .

We i n c or p or at e t h e s pi n as a s m all p ert ur b ati o n.  T o li n e ar
or d er, t h e ei g e nfr e q u e n c y of a  m o d e a  i n t h e c or ot ati n g
fr a m e ω a  is r el at e d t o its n o nr ot ati n g v al u e ω a 0 vi a [6 7 ,6 8 ]

Δ ω  a  ≡  ω a  − ω a 0 ¼  − i 
hξ a ; Ω  × ξ a i 

hξ  a ; ξ a  i  

¼  − m a  Ω

R  
d r ns ϱ r 2

ns ð2 ξ a; r  ξ a; h  þ  ξ 2
a; h  Þ  R  

d r ns ϱ r 2
ns ½ξ

2
a; r  þ  la  ðla  þ  1 Þξ 2

a; h   
; 

≃ −  
m a  

la  

Ω : ð7 Þ 

H er e ξ a; r  a n d ξ a; h  ar e t h e r a di al a n d t a n g e nti al c o m p o n e nt s
of ξ a  (s e e, e. g.,  R ef. [6 9 ]),  w hi c h ar e e v al u at e d f or a
n o nr ot ati n g st ar. I n t h e l ast li n e  w e h a v e a p pr o xi m at e d
t h e d e n sit y ϱ  as a c o n st a nt a n d ξ a; r  ≃ lξ a; h  ∼ r l− 1

ns f or t h e
f- m o d e s.  N ot e t h at o ur r e s ult s h o ws g o o d a gr e e m e nt  wit h,
e. g., t a bl e I i n  R ef. [7 0 ] f or diff er e nt p ol ytr o pi c  m o d els.
Hi g h er- or d er s pi n eff e ct s ar e i g n or e d i n t his st u d y b ut s e e
e. g.,  R efs. [6 3 ,7 1 ].  We als o i g n or e t h e gr a vit ati o n al r e d-
s hift, r el ati visti c fr a m e dr a g gi n g [2 5 ], p ost- N e wt o ni a n
s pi n-ti d al c o u pli n gs [7 2 ], a n d n o nli n e ar h y dr o d y n a mi c
c orr e cti o ns [7 3 ] t o t h e  m o d e fr e q u e n c y i n t his a n al ysis f or
si m pli cit y.

We n or m ali z e t h e  m o d es as

ω a 0 ðω a 0 þ  ω b 0 Þh ξ  a ; ξ b i ¼ E 1 δ a b  ¼  ω a 0 ϵ a  δ a b ; ð 8 Þ 
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w h er e E 1 ≡  M 2
1 = R 1 .  We f urt h er d efi n e [6 9 ]

U a  ¼  
hξ a ; − ∇ U i 

E 1

¼ W l mI a  

  
M 2

M 1

   
R 1

r  

  
lþ 1

e − i ma ðϕ − Ω tÞ ; ð 9 Þ 

w h er e W l m ¼ 4 π Y l mðπ = 2 ; 0 Þ= ð2 l þ 1 Þ a n d I a  is t h e o v erl a p
i nt e gr al gi v e n b y

I a  ¼  
1

M R l 

Z  

d 3 x ϱ ξ   
a  · ∇ ð r l 

ns Y l mÞ : ð1 0 Þ 

T his all o ws us t o  writ e

q̇ a  þ iω a q a  ¼ iω a 0 U a : ð1 1 Þ 

We a d o pt t h e s a m e r e alit y c o n diti o n as us e d i n  R ef. [6 6 ]
a n d r e q uir e t h at q ω a ; ma  

¼ q 
− ω a ;− m a  

a n d ξ ω a ; ma  
¼ ξ 

− ω a ;− m a  
.

I n ot h er  w or ds, f or t w o  m o d es  wit h o p p osit e si g ns of t h e
fr e q u e n c y ω a  a n d t h e a zi m ut h al q u a nt u m n u m b er m a  ( b ut
ot h er q u a nt u m n u m b ers ar e t h e s a m e), t h eir a m plit u d es a n d
ei g e nf u n cti o ns ar e r el at e d b y c o m pl e x c o nj u g ati o n [6 6 ].
T his c o n diti o n f urt h er r e q uir es t h at I m a  

¼ ð − 1 Þ m a  I − m a  
f or

t h e o v erl a p i nt e gr al.
W hil e t h e  m o d e e x p a nsi o n s h o ul d i n cl u d e a s p e ctr u m of

m o d es, i n a n  N S t h e f- m o d e str o n gl y d o mi n at es t h e ti d al
c o u pli n g (s e e, e. g., [5 8 ]).  T h er ef or e, i n o ur n u m eri c al
a n al ysis,  w e  will f o c us o n t h e la  ¼ 2 a n d la  ¼ 3 f- m o d es
a n d i g n or e all t h e ot h er  m o d es.  We  will n o n et h el ess  m ai nt ai n
t h e g e n er alit y of o ur a n al yti c al e x pr essi o ns a n d k e e p
s u m m ati o ns o v er  m o d es.  T h e a n al yti c al n at ur e of o ur st u d y
m e a ns o ur r es ults a p pl y t o a g e n eri c c h oi c e of  N S e q u ati o n
of st at e ( E O S) as l o n g as o n e c h o os es t h e a p pr o pri at e v al u es
of ðR 1 ; ω a ; Ia Þ f or gi v e n M 1 .  W h e n pr es e nti n g n u m eri c al
r es ults t o v ali d at e o ur a n al yti c al e x pr essi o ns, a  N S  m o d el
c o nsist e nt  wit h t h e S L y [7 4 ] E O S is ass u m e d b y d ef a ult,
w hi c h h as M 1 ¼ 1 .4 M ⊙  a n d R 1 ¼ 1 1 .7 k m [4 5 ]. T h e
c o m p a ni o n is tr e at e d as a p oi nt p arti cl e ( P P)  wit h
M 2 ¼ M 1 .  T h e i niti al or bit is ass u m e d t o b e cir c ul ar.  We
ass u m e ω a 0 ¼ 2 π  × 1 .8 × 1 0 3 H z ( M tω a 0 ¼ 0 .0 8 ) a n d
I a  ¼ 0 .1 8 f or t h e la  ¼ 2 f- m o d es, a n d ω a 0 ¼ 2 π  × 2 .5 ×
1 0 3 H z ( M tω a 0 ¼ 0 .1 1 ) a n d I a  ¼ 0 .1 1 f or t h e la  ¼ 3
f- m o d es [2 5 ].  T h e o v erl a p i nt e gr als I a  ar e r el at e d t o t h e
( a di a b ati c)  L o v e n u m b ers vi a  E q. ( 4 3) a n d t h e c h os e n v al u es
l e a d t o k 2 0 ¼ 0 .0 8 a n d k 3 0 ¼ 0 .0 2 .

T o h a v e a n e xt e n d e d p ostr es o n a n c e r e gi o n,  w e c o nsi d er a
r a pi dl y s pi n ni n g  N S  wit h Ω  ¼ − 2 π  × 8 5 0 H z  w h e n pr e -
s e nti n g n u m eri c al r es ults.  T h e  mi n us si g n ( Ω  <  0 ) i n di c at es
t h at t h e s pi n is a nti ali g n e d  wit h t h e or bit al a n g ul ar  m o m e n-
t u m.  T his c orr es p o n ds t o a di m e nsi o nl ess s pi n of − 0 .4 5 .
W hil e t his v al u e is hi g h er t h a n t h e s pi n r at e of J 1 7 4 8 -
2 4 4 6 a d [8 ], it is still l ess t h a n h alf of t h e  m a xi m u m s pi n r at e
a  N S c a n i n pri n ci pl e h a v e. F or t h e ass u m e d S L y  E O S, t h e

m a xi m u m s pi n r at e is esti m at e d t o b e jΩ m a x j ¼ 2 π  × 1 .8 ×
1 0 3 H z [4 5 ].  A  N S  wit h a s oft er  E O S  will t y pi c all y h a v e
hi g h er  m o d e fr e q u e n ci es, y et s u c h a  N S c a n als o s u p p ort a
hi g h er s pi n r at e b e c a us e b ot h eff e cts s c al e as t h e d y n a mi c al

fr e q u e n c y of t h e  N S
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi 
M 1 = R 3

1

p
. As a c a v e at, w e e m p h asi z e

t h at o ur tr e at m e nt of t h e b a c k gr o u n d  N S is o nl y a c c ur at e t o
t h e li n e ar or d er i n Ω = ω 1 w h er e ω 2

1 ¼ M 1 = R 3
1 .  T his  m o difi es

t h e c or ot ati n g fr a m e  m o d e fr e q u e n ci es b y t h e  C ori olis f or c e
a c c or di n g t o  E q. ( 7).  We d o n ot a c c o u nt f or t h e eff e ct of
r ot ati o n o n ot h er b a c k gr o u n d q u a ntiti es, a n d  w e als o i g n or e
r ot ati o n al c orr e cti o ns t o t h e ei g e nf u n cti o ns. F or t h e  m o d es
t o b e r es o n a ntl y e x cit e d b ef or e t h e  m er g er, a p pr o xi m at e d b y
t h e l o c ati o n of t h e i n n er m ost st a bl e cir c ul ar or bit (I S C O)
r is c o ¼ 6 M t (≃ 2 .1 R 1 f or t h e S L y  E O S), or a  G W fr e q u e n c y
of f is c o ¼ ω is c o= π  ¼ 1 5 7 0 H z, t h e criti c al s pi n r at e is

Ω
ðS L y Þ 
crit ≃  

la ω is c o −  ω a 0

la  − 1
; 

≃  

  
− 2 π  × 2 6 0 H z f or la  ¼ 2 ; 

− 2 π  × 5 3 H z f or la  ¼ 3 : 
ð1 2 Þ 

We h a v e us e d  E q. ( 7) a n d s et m a  ¼ la  f or t h e esti m ati o n
a b o v e.  O n t h e ot h er h a n d, f or a h ar d er  E O S li k e  H 4 [7 5 ],
t h e bi n ar y c o nt a cts e a c h ot h er (r  ¼ 2 R 1 ) o utsi d e t h e I S C O.
T h e  G W fr e q u e n c y  w h e n t h e y c o nt a ct is a b o ut f r ¼ 2 R 1

¼  
1 3 4 5 H z. I n t his c as e, t h e criti c al s pi n r at es ar e

Ω  
ðH 4 Þ 
crit ≃  

la  ω r ¼ 2 R 1
−  ω a 0

la  − 1
; 

≃  

  
− 2 π  × 1 4 0 H z f or la  ¼ 2 ; 

þ 2 π  × 5 H z f or la  ¼ 3 : 
ð1 3 Þ 

I n t his c as e, t h e la  ≥  3 f- m o d es c a n b e r es o n a ntl y e x cit e d
e v e n f or a n o ns pi n ni n g  N S.

M oti v at e d b y t h e g e n er al s ol uti o n of a dri v e n h ar m o ni c
os cill at or,  w e s ol v e t h e  m o d e a m plit u d e e v ol uti o n a n al yti -
c all y b y d e c o m p osi n g it as

q a  ¼ q
ðe q Þ 
a  þ q

ðd y n Þ 
a  

¼ b
ðe q Þ 
a  e − i ma ðϕ − Ω tÞ þ c

ðd y n Þ 
a  e − iðω a t− ψ r Þ : ð1 4 Þ 

I n ot h er  w or ds,  w e d e c o m p os e t h e  m o d e i nt o a n e q uili b-
ri u m c o m p o n e nt t h at v ari es  wit h t h e dri vi n g f or c e, a n d a
d y n a mi c al ti d e c o m p o n e nt t h at v ari es at t h e os cill at or ’s
ei g e nfr e q u e n c y.  We als o i ntr o d u c e sl o w v ar yi n g  m o d e

a m plit u d es b
ðe q Þ 
a a n d c

ðd y n Þ 
a wit h t h e f ast- e v ol vi n g p h as e

c o m p o n e nts f a ct or e d o ut.  We  will i n t h e f oll o wi n g s e cti o ns
d es cri b e cl os e d-f or m s ol uti o ns t o e a c h c o m p o n e nt.

B ef or e pr o c e e di n g,  w e e m p h a si z e t h at i n o ur  w or k t h e
diff er e nt  m e a ni n gs of “ a di a b ati c,” “ e q uili bri u m,” a n d
“ d y n a mi c al. ”  We  will u s e “ a di a b ati c ”  t o  m e a n t h e z er o-
fr e q u e n c y li mit  w h er e t h e or bit al fr e q u e n c y is s et t o

ω  ¼ ˙ ϕ ¼ 0 i n t h e a m plit u d e e q u ati o n ( w hil e  w e still k e e p
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r  a n d ϕ ). I n ot h er  w or ds, i n t h e a di a b ati c li mit  w e s et q̇ a  t o
ði ma Ω q a Þ i n  E q. ( 1 1).  T h e  w or d “ e q uili bri u m ”  is us e d
w h e n t h e  m o d e a m plit u d e c a n b e a p pr o xi m at e d b y  E q. ( 1 8)
[ or i n  m a n y pr a cti c al c as es,  E q. ( 1 6)].  T h er ef or e, t h e
e q uili bri u m s ol uti o n i n o ur l a n g u a g e c o nt ai ns t h e fi nit e-
fr e q u e n c y (ω  >  0 ) c orr e cti o n t o t h e a di a b ati c s ol uti o n.
T his is diff er e nt t h a n t h e e q uili bri u m ti d e us e d i n, e. g.,
R efs. [6 9 ,7 6 ], f or t h e z er o-fr e q u e n c y li mit ( w hi c h is o ur
a di a b ati c ti d e).  O ur c o n v e nti o n is al s o diff er e nt fr o m t h at
us e d i n, e. g.,  R ef s. [2 5 ,5 6 ,5 7 ],  w h er e t h e fi nit e-fr e q u e n c y
c orr e cti o n  w a s r ef err e d t o as t h e d y n a mi c al ti d e. I n o ur
n ot ati o n, h o w e v er, t h e d y n a mi c al ti d e  will  m e a n stri ctl y t h e
r e s o n a ntl y e x cit e d c o m p o n e nt t h at o s cill at es at t h e  m o d e’s
ei g e nfr e q u e n c y.

A.  E q uili b ri u m  ti d e vi a  r es u m m ati o n  

L et b a  ¼ q a e
i mðϕ − Ω tÞ a n d V a  ¼ U a e

i mðϕ − Ω tÞ , t h e e q u a-
ti o n f or b a  is t h us

ḃ a  þ ið ω a  − m a σ Þ b a  ¼ iω a 0 V a ; ð1 5 Þ 

w h er e σ  ¼ ω  − Ω  a n d ω  ¼ ˙ ϕ . Pri or t o r es o n a n c e, b a  is
sl o wl y v ar yi n g, all o wi n g us t o o bt ai n a n a p pr o xi m at e

e q uili bri u m s ol uti o n b y i g n ori n g t h e ˙ b a  t er m [3 1 ],

b
ð0 Þ 
a  ¼  

ω a 0

ω a  − m a σ  
V a  ¼  

ω a 0

Δ a  

V a ; ð1 6 Þ 

w h er e Δ a  ¼ ω a  − m a σ  ¼ ð ω a  þ m a Ω Þ − m a ω .  N ot e t h at

w hil e b
ð0 Þ 
a gi v es a g o o d a p pr o xi m ati o n t o b a  w h e n

m a σ  <  ω a , it di v er g es  w h e n t h e  m o d e b e c o m es r es o n a nt
wit h Δ a  ¼ 0 or m a ω  ¼ ω a  þ m a Ω .  H o w e v er, t h e di v er-
g e n c e is n ot r e al as t h e  m o d e  will o nl y r es o n at e  wit h t h e
or bit f or a fi nit e a m o u nt of ti m e [3 1 ].

T o pr e v e nt t h e di v er g e n c e i n t h e al g e br ai c s ol uti o n of t h e
e q uili bri u m ti d e,  w e pr o c e e d as f oll o ws. First,  w e  writ e

b a  ¼ b
ð0 Þ 
a þ b

ð1 Þ 
a þ … , a n d o bt ai n t h e n e xt or d er a p pr o xi-

m ati o n t o b a  still u n d er t h e e q uili bri u m (i. e. a w a y fr o m
r es o n a n c e) ass u m pti o n as

b
ð1 Þ 
a  ¼  

i 

Δ a  

ḃ
ð0 Þ 
a  ; 

¼  
i b

ð0 Þ 
a  

Δ a  

  
m  a  ω  

Δ a  

ω̇

ω  
− ðla  þ 1 Þ 

ṙ  

r  

  

: ð1 7 Þ 

I ns pir e d b y  R ef. [3 1 ],  w e n o w r es u m b a  as

b
ðe q Þ 
a  ¼ b  

ð0 Þ 
a  þ b  

ð1 Þ 
a  þ    ≃  

b
ð0 Þ 
a  

1 − b
ð1 Þ 
a  = b

ð0 Þ 
a  

¼  
Δ a ω a 0 V a  

Δ 2
a  − i½m a  ω̇  − Δ a  ðla  þ 1 Þ ṙr   

: ð1 8 Þ 

N ot e t h at t h e e q uili bri u m s ol uti o n b
ðe q Þ
a i s e v er y w h er e fi nit e.

T h e or bit al d e c a y a cts as a n eff e cti v e d a m pi n g t er m.  W h e n

r es o n a n c e h a p p e ns,  w e h a v e b
ðe q Þ 
a ¼ 0 .

B.  D y n a mi c al  ti d e 

Aft er c o n str u cti n g a n al g e br ai c e q u ati o n of t h e e q uili b -

ri u m ti d e q
ðe q Þ 
a ¼ b

ðe q Þ
a e x p ½− i ma ðϕ  − Ω tÞ,  w e n o w s ol v e

f or t h e d y n a mi c al ti d e q
ðd y n Þ 
a ¼ q a  − q

ðe q Þ 
a . F or t his, it is

c o n v e ni e nt t o d efi n e c
ðd y n Þ 
a ¼ q

ðd y n Þ
a e x p ½iðω a t − ψ a; r Þ,

w h er e ψ a; r  ¼ ð ω a  þ m a Ω Þtr  − m a ϕ r .  T h e s u bs cri pt “ r”  
u n d er a q u a ntit y  m e a n s t h e q u a ntit y is e v al u at e d o n
r e s o n a n c e  w h e n Δ a  ¼ 0 .  T h e e q u ati o n of  m oti o n f or

c
ðd y n Þ 
a  i s

ċ  
ðd y n Þ 
a  ¼ iω a 0 V  

ðd y n Þ 
a  e i½ω a  t− m a  ð ϕ − Ω tÞ− ψ  a; r  ; ð1 9 Þ 

wit h

iω a 0 V  
ðd y n Þ 
a  ¼ iω a 0 V a  − ḃ

ðe q Þ 
a  − iΔ a  b

ðe q Þ 
a  : ð2 0 Þ 

N ot e t h at c a  h as n et a c c u m ul ati o ns o nl y  w h e n Δ a  ≃ 0 , as
t h e p h as e i n t h e e x p o n e nti al is st ati o n ar y a n d c a n b e
a p pr o xi m at e d as

ω a  t − m a  ðϕ  − Ω tÞ − ψ  r  ≃ −  
m a  

2
ω̇ r  τ

2 : ð2 1 Þ 

w h er e  w e h a v e d efi n e d a s hift e d ti m e τ  ¼ t − tr .  T h e
d o mi n a nt dri vi n g t er m e x p a n d e d ar o u n d  m o d e r es o n a n c e
(Δ a  ¼ 0 ) is gi v e n b y

iω  a 0 V  
ðd y n Þ 
a  ≃ 2 iω a 0 V  a; r  

×
ð1 þ 2 l− 9

6 τ =t  g w ;r Þ  

½1 − 2
3 ð l þ 1 Þτ =t  g w ;r þ i ma  ω̇  p p ;rτ

2 2
: ð2 2 Þ 

Si n c e  w e s ol v e t h e ti d al p ert ur b ati o n t o t h e first or d er, t h e
P P or bit h as b e e n a d o pt e d t o eli mi n at e ˙ r;  r;    ω i n t er ms of
˙ ω p p , a n d tg w ¼ ω = ˙ ω p p [s e e  E q. ( 6 6)].  N ot e t h at t h e dri vi n g

t er m v a nis h es as jτ j i n cr e as es, hi g hli g hti n g t h e f a ct t h at t h e
d y n a mi c al ti d e ’s e x cit ati o n is l o c ali z e d n e ar  m o d e r es o -
n a n c e i n b ot h p h as e a n d a m plit u d e.

We c a n e v al u at e t h e d y n a mi c al ti d e a m plit u d e as

c
ðd y n Þ 
a  ≃  

ω a 0 V  a; rffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi 
s a  

m a  

2 ω̇  p p ;r

q  F ðu Þ 

≃  

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi 

s a  

2

m a  

5

9 6 η  

s  

W l mI a  

  
M 2

M 1

   
R 1

M t 

  
ðlþ 1 Þ 

× ðM tω r  Þ
ð4 l− 7 Þ= 6 ðM tω a 0 Þ F ðu Þ ð2 3 Þ 
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w h er e i n t h e s e c o n d li n e  w e h a v e us e d t h e P P or bit t o
e x pr ess V a; r  i n t er ms of ω r .  T h e di m e nsi o nl ess, or d er u nit y
q u a ntit y F ðu Þ d es cri b es t h e e x cit ati o n of t h e d y n a mi c al ti d e
a n d it r e a ds

F ðu Þ ¼  

Z  
u  

− ∞  

2 ið1 þ a 1 u Þ 

ð1 þ a 2 u  þ 2 i sa  u
2 Þ 2

e − i sa u 2
d u;  ð2 4 Þ 

a n d

u ¼  
 ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi 

s a m a  ω̇  p p ;r = 2
q  

τ ; ð2 5 Þ 

τ  ¼ t −  tr  ¼  
5

2 5 6
η M t 

h  
ðM tω r Þ

− 8 = 3 −  ðM tω Þ − 8 = 3
i  
: ð2 6 Þ 

Usi n g  E q. ( 2 6),  w e eff e cti v el y tr e at e d u  ¼ u ðω Þ b e c a us e
t h e i nst a n c e of r es o n a n c e ( w h e n ω  ¼ ω r ) is  m ost str ai g ht-
f or w ar dl y i d e ntifi e d usi n g fr e q u e n c y.  H er e  w e still us e t h e
P P or bit t o c o n v ert ti m e a n d fr e q u e n c y,  w hi c h is a c c ur at e t o
t h e li n e ar or d er i n ðΔ r = r Þ b ut l os es a c c ur a c y  w h e n ðΔ r = r Þ 2

c orr e cti o ns b e c o m e i m p ort a nt. S u c h n o nli n e ar c orr e cti o ns
ar e l eft f or f ut ur e st u di es. F urt h er, s a  ¼ Si g n ½m a .  T h e

c o nst a nts a 1 ¼ ½ð 2 l −  9 Þ= 6  
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi 
ð2 s a = m a Þ = ðω r tg w ;rÞ  

p
a n d

a 2 ¼ ½ − 2 ðl þ 1 Þ= 3  
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi 
ð2 s a = m a Þ = ðω r tg w ;rÞ  

p
ar e b ot h s m all

q u a ntiti es b e c a us e ðω r tg w ;r Þ ≫  1 .
W hil e F ðu Þ c a n b e n u m eri c all y i nt e gr at e d e asil y, it is

n o n et h el ess i nstr u cti v e t o d eri v e its a n al yti c al e x pr essi o ns
t o k n o w t h e as y m pt oti c b e h a vi ors. F or t his,  w e d e c o m p os e
t h e i nt e gr a n d e x cl u di n g t h e p h as e i nt o t w o c o m p o n e nts t h at
ar e r es p e cti v el y e v e n a n d o d d a b o ut u  ¼ 0 ,  wit h

f e  ðu Þ ¼  
2 i 

ð1 þ 2 i sa u
2 Þ 2

; f o  ðu Þ ¼  
− 4 i a3 u  

ð1 þ 2 i sa u
2 Þ 3

; ð2 7 Þ 

w here a 3 ¼ a 2 − a 1 = 2 ¼ − ½ð1 0 l− 1 Þ= 1 2  
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi 
ð2 s a = m a Þ= ðtg w ;rω r Þ

p
.

Si n c e a 3 ∝  ðω r tg w ;rÞ
− 1 = 2 ≪  1 ,  w e o nl y k e e p a 3 t o t h e li n e ar

or d er.  N ot e t h at o nl y t h e e v e n c o m p o n e nt h as n et a c c u -
m ul ati o n a cr oss  m o d e r es o n a n c e.  T h e o d d c o m p o n e nt is a
s m all c orr e cti o n i m p ort a nt o nl y n e ar r es o n a n c e a n d its
si g nifi c a n c e d e cr e as es f or  m o d es e x cit e d e arli er i n t h e
i ns pir al.  T h e t w o c o m p o n e nts c a n b e s e p ar at el y i nt e gr at e d,
l e a di n g t o

F e ðu Þ ¼  

Z  
u  

− ∞  
f e ðu Þ e − i sa  u

2
d u;  

¼ ð 4 þ 1 6 u 4 Þ − 1

  

s a  

  

4 u  si nðu 2 Þ þ 8 u 3 c os ðu 2 Þ þ  
ffiffiffiffiffiffi 
2 π

p  
ð1 þ 4 u 4 Þ

  

1 þ 2 Fs

 ffiffiffi 
2

π  

r  

u  

    

þ i 

  

4 u  c os ðu 2 Þ −  8 u 3 si nðu 2 Þ þ  
ffiffiffiffiffiffi 
2 π

p
ð1 þ 4 u 4 Þ

  

1 þ 2 F c

 ffiffiffi 
2

π  

r  

u  

     

: ð2 8 Þ 

F o  ð u Þ ¼  

Z  
u  

− ∞  
f o  ðu Þ e − i sa  u

2
d u;  

¼  
a 3

8

  

− s a  

ffiffiffi 
e

p  
Ei

  

−  
1 þ 2 i s a  u

2

2

  

þ 2 i sa e
− i sa u 2 1 −  2 i sa  u

2

ð1 þ 2 i sa u
2 Þ 2

− i 
ffiffiffi 
e

p  
π  

≃  
0 .3 6 5 4 s a  a 3

ð 1 þ 1 .3 6 8 5 i sa  u
2 Þ 4

: ð2 9 Þ 

a n d F ðu Þ ¼ F e ð u Þ þ F o ðu Þ. I n t h e f u n cti o n a b o v e, Fs a n d
F c ar e Fr es n el i nt e gr als, a n d  Ei is t h e e x p o n e nti al i nt e gr al.
As y m pt oti c all y, w e h a v e F e ð− ∞ Þ ¼ F o ð ∞ Þ ¼ 0 a n d

F e ð þ∞ Þ ¼ ð  
ffiffiffiffiffiffiffiffi 
π = 2

p
Þði þ s a Þ ≃ 1 .2 5 ði þ s a Þ.  At  m o d e r es-

o n a n c e, F e ð0 Þ ¼ F e ð∞ Þ= 2 ¼ ð  
ffiffiffiffiffiffiffiffi 
π = 8

p
Þði þ s a Þ a n d F o ð0 Þ ¼  

s a a 3 ð2 −  
ffiffiffi
e

p  
Ei ½− 1 = 2 Þ= 8 ≃  0 .3 6 5 4 s a a 3 . Fi g. 1 s h o ws t h e

r e al a n d i m a gi n ar y p arts of F ðu Þ c o m p ut e d fr o m t h e s u m of
F e ðu Þ a n d F o ð u Þ i n  E qs. ( 2 8) a n d ( 2 9) a n d fr o m n u m eri c al
i nt e gr ati o n of  E q. ( 2 4).

G oi n g b a c k t o b
ðd y n Þ 
a  wit h

b
ðd y n Þ 
a  ¼ c

ðd y n Þ 
a  e i½m a ðϕ − ϕ r Þ− ðω a þ m a Ω Þτ ; ð3 0 Þ 

w h er e  w e us e t h e l e a di n g- or d er q u a dr u p ol e f or m ul a t o  writ e
ϕ  −  ϕ r  as f u n cti o ns of fr e q u e n ci es

ðϕ  −  ϕ r  Þ  p p ¼  
1

3 2

M t 

μ  
½ðM ω r  Þ

− 5 = 3 −  ð M ω Þ − 5 = 3 : ð3 1 Þ 

T h e c o m p aris o ns of t h e n e w a n al yti c al s ol uti o n  wit h
n u m eri c al v al u es a n d  wit h pr e vi o us r es ults fr o m  R ef. [2 5 ]
ar e pr es e nt e d i n Fi g. 2 f or t h e  m ass  m ulti p ol e Q 3 3 wit h
l ¼ m  ¼ 3 .  T h e r el ati o n b et w e e n  m ass  m ulti p ol e a n d  m o d e
a m plit u d e is gi v e n l at er i n  E q. ( 3 8).  We h a v e n or m ali z e d t h e
r es ult b y its a di a b ati c li mit o bt ai n e d b y r e pl a ci n g b a  i n
E q. ( 3 8) wit h ω a 0 V a  = ðω a  þ m a Ω s Þ .  T h e gr a y li n e i n t h e t o p
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p a n el is t h e n u m eri c al r es ult fr o m s ol vi n g t h e c o u pl e d
diff er e nti al e q u ati o ns g o v er ni n g t h e e v ol uti o n of t h e  m o d e
a n d t h e or bit [s e e  E qs. ( 5 2) a n d ( 5 3)]. I n t his pr o c ess,  w e
k e e p t h e ti d al b a c kr e a cti o n d u e t o t h e l ¼ 3 ti d e b ut dr o p t h e
b a c kr e a cti o ns fr o m t h e l ¼ 2 ti d e.  T h e l ¼ 2 ti d e c a n c a us e
t h e or bit t o d e vi at e si g nifi c a ntl y fr o m t h e P P li mit, r e q uiri n g
hi g h er- or d er c orr e cti o ns t h at ar e b e y o n d t h e s c o p e of t his
w or k ( als o  R ef. [2 5 ]) t h at s ol v es t h e ti d e at t h e li n e ar or d er
(i n b ot h b a c kr e a cti o n a n d fl ui d dis pl a c e m e nt; s e e l at er t h e
dis c ussi o n a b o ut Fi g. 5 a n d S e c. V ).  O ur n e w s ol uti o n
a gr e es  w ell  wit h t h e n u m eri c al o n e t hr o u g h o ut t h e i ns pir al
as s h o w n i n t h e r e d d as h e d li n e i n t h e t o p p a n el, a n d its
d e c o m p ositi o n i nt o t h e e q uili bri u m ti d e [ E q. ( 1 8)] a n d t h e
d y n a mi c al ti d e [ E qs. ( 2 3) a n d ( 3 0)] is pr es e nt e d i n t h e
b ott o m p a n el. I n c o m p aris o n, t h e s ol uti o n c o nstr u ct e d
f oll o wi n g  R ef. [2 5 ] is gi v e n i n t h e oli v e d as h e d li n e.1

W hil e it h as e x c ell e nt a c c ur a c y i n t h e pr er es o n a n c e r e gi m e,
it s h o ws a s pi k e at 5 1 0  H z t h at is d u e t o t h e i m p erf e ct
n u m eri c al c a n c ell ati o n b et w e e n t h e di v er gi n g t er m i n
E q. ( 1 6) a n d t h e c o u nt ert er m [s e c o n d li n e i n t h eir
E q. ( 6. 1 0)] at  m o d e r es o n a n c e.  W h e n e xt e n d e d t o t h e
p ostr es o n a n c e r e gi m e, t h e s ol uti o n fr o m  R ef. [2 5 ] l os es a c c ur a c y i n b ot h a m plit u d e a n d p h as e,  w hi c h  w e  will

dis c uss q u a ntit ati v el y i n t h e s u bs e q u e nt s e cti o n ( S e c. II  C).
As a n asi d e,  w e als o pr o v e usi n g  E q. ( 2 3) t h at t h e

d y n a mi c al ti d e is a c o n v er gi n g s eri es as l i n cr e as es. F or
t his,  w e n ot e first t h at ω r  ≃  ω a 0 =l  þ ½ð l −  1 Þ=l Ω  f or t h e
f- m o d es t h at ar e  m ost li k el y t o b e e x cit e d  wit h m a  ≃  l.
F urt h er,

FI G. 2.  T o p: c o m p aris o n of diff er e nt a n al yti c al a p pr o xi m ati o n s
f or t h e l ¼ m  ¼ 3 m ass  m ulti p ol e.  We h a v e n or m ali z e d t h e
r es ults b y t h e a di a b ati c li mit, a n d t h e r es ult als o c orr es p o n ds t o

t h e  L o v e n u m b er as k 3 3 = k
ðe q Þ
3 3 ð0 Þ ¼ Q 3 3 = Q 3 3 ð 0 Þ, s e e  E q. ( 4 2).

T h e s ol uti o n fr o m  R ef. [2 5 ] ( oli v e d as h e d li n e) is c orr e ct e d
a c c or di n g t o F o ot n ot e s o t h at it a p pli es t o l ¼ 3 .  B e c a us e t h e
S  þ 2 1 s ol uti o n r e q uir es t h e s u btr a cti o n of t w o di v er gi n g t er m s at
m o d e r es o n a n c e ( ar o u n d 5 1 0  H z), it  m a y c a us e n u m eri c al
artif a cts. F urt h er m or e, t h e p h a s e a n d a m plit u d e of t h e  m ulti p ol e
ar e i n a c c ur at e i n t h e p ostr e s o n a n c e r e gi m e.  T h e n e w s ol uti o n
(r e d- d as h e d li n e) h o w e v er fi x es t h es e is s u es a n d  m at c h es t h e
n u m eri c al s ol uti o n t hr o u g h o ut t h e e ntir e e v ol uti o n.  B ott o m:
d e c o m p o siti o n of t h e s ol uti o n i nt o a n e q uili bri u m ti d e c o m p o n e nt
a n d a d y n a mi c al ti d e c o m p o n e nt.  T h e e q uili bri u m c o m p o n e nt
v a nis h es s m o ot hl y at  m o d e r es o n a n c e, f a cilit ati n g t h e n u m eri c al
i m pl e m e nt ati o n.  T h e d y n a mi c al ti d e is e x cit e d at  m o d e r es o n a n c e
a n d d o mi n at es t h e p ostr e s o n a n c e s ol uti o n. I n t his fi g ur e a n d all
ot h er fi g ur es f or t h e l ¼ 3 ti d e,  w e i n cl u d e t h e ti d al b a c kr e a cti o n
o n t h e or bit o nl y fr o m t h e l ¼ 3 ti d e a n d e x cl u d e t h e l ¼ 2 ti d e.

FI G. 1.  R e al a n d i m a gi n ar y p arts of F ðu Þ.  T h e F e ð u Þ p art
( w h os e i nt e gr a n d is e v e n  wit h r es p e ct t o u ; r e d- d as h e d li n es)
d o mi n at e s t h e r es ult a n d it is o nl y a f u n cti o n of u .  T h e F o ð u Þ 
c o m p o n e nt (i n cl u d e d i n t h e oli v e d as h e d li n es) c orr e cts t h e
s ol uti o n n e ar  m o d e r es o n a n c e a n d v a nis h es  w h e n u  →   ∞ . It

d e p e n ds o n a n o v er all s c ali n g f a ct or a 3 ∝  ðω tg w Þ
− 1 = 2 . I n t h e

e x a m pl e s h o w n, a 3 ¼ − 0 .1 8 .

1 I n p arti c ul ar,  w e us e t h e p art aft er b l i n  E q. ( 6. 1 0) fr o m
R ef. [2 5 ].  T h e r el ati o n b et w e e n t h e  L o v e n u m b er a n d  m ass
m ulti p ol e is gi v e n b y  E q. ( 4 2).  N ot e t h at t h eir Δ ω  0 l m e a s ur es t h e
fr e q u e n c y s hift of a  m o d e i n t h e i n erti al fr a m e, s o it c orr es p o n ds
t o o ur Δ ω a  þ m a Ω .

D Y N A MI C A L  TI D E S  D U RI N G  T H E I N S PI R A L  O F  R A PI D L Y …  P H Y S.  R E V.  D 1 1 0,  0 2 4 0 3 9 ( 2 0 2 4)

0 2 4 0 3 9- 7

L 5 - - N u m er i c al F( u) 
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L 5 
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s 0. 5 

>- < 

0. 0 

- 2 0 
u 

2 0 

- 2 0 

2 0 

2 

- 2 0 

5 0 0 1 0 0 0 
f [H z] 
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- -- T his w or k 

- - T ot al 
- - - E q uili bri u m ti d e 
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M tω a 0 ∝  l1 = 2

  
M 1

M t 

  
1 = 2

  
R 1

M t 


− 3 = 2

: ð3 2 Þ 

I n t h e sl o w-r ot ati n g li mit  wit h jΩ j ≪  jω a 0 j, w e h a v e

c
ðd y n Þ 
a  ∝  


1

l 

  4 l− 1 3
1 2

  
M 1

M t 

  4 l− 1
1 2

  
R 1

M t 

  5
4

: ð3 3 Þ 

T his is cl e arl y a c o n v er gi n g s eri es. I n t h e c as e  w h er e jΩ j
d o mi n at es,  w e first n ot e t h at o nl y  w h e n Ω  >  0 c a n t h er e b e
i nfi nit el y  m a n y f- m o d es b e r es o n a ntl y e x cit e d all at ω r  ≃  Ω .

T h e  m a xi m u m Ω  a  N S c a n h a v e is ðM 1 = R 3
1 Þ

ð1 = 2 Þ ,  w hi c h
l e a ds t o

c
ðd y n Þ 
a  ∝  l1 = 2

  
M 1

M t 

  4 l− 1
1 2

  
R 1

M t 

  5
4

: ð3 4 Þ 

I n t h e hi g h-l li mit, t h e ðM 1 = M tÞ <  1 t er m d e cr e as es

e x p o n e nti all y  w hil e t h e l1 = 2 i n cr e as es o nl y as p ol y n o mi al.
T h er ef or e, t h e s eri es is als o c o n v er gi n g. F or Ω  <  0 , o nl y
m o d es  wit h ω a 0 >  − ðl −  1 ÞΩ  c a n e x p eri e n c e r es o n a n c e.
B e c a us e t his is a fi nit e s et of  m o d es, di v er g e n c e c a n n ot
h a p p e n.

C.  C o m p a ris o n  wit h  p r e vi o us  a n al ysis  

We el a b or at e f urt h er o n t h e r el ati o n b et w e e n o ur n e w
s ol uti o n a n d t h at o bt ai n e d i n pr e vi o us a n al ys es s u c h as
R ef. [5 6 ] a n d [2 5 ].

We n ot e t h at  E q. ( 1 5) c a n b e s ol v e d l o c all y ar o u n d  m o d e
r es o n a n c e b y e x p a n di n g

ω a  −  m a  σ  ≃  m a  ω̇ r  τ  ≃  m a  

ω̇ r  

ω r  

ϖ ; ð3 5 Þ 

w h er e ϖ  ¼ ð ϕ  −  ϕ r Þ.  T his l e a ds t o t h e s ol uti o ns i n t h e
r es o n a n c e r e gi o n o bt ai n e d i n [5 6 ] a n d [2 5 ] (i n p arti c ul ar,
t h e l ast li n e i n  E q. ( 6. 1 0) of  R ef. [2 5 ]). I n t his c as e,  w e h a v e

b
ðl o cÞ 
a  ≃  iω a 0 V  a; r  e

im a  
2 ω̇ r t

2

Z  
t 

− ∞  
e − im a  

2 ω̇ r t
2
dt;  

≃ i 
ω a 0 V  a; r  

ω r  

e  
i m a  

2
ω̇ r  

ω 2
r  
ϖ 2

Z  
ϖ  

− ∞  
e  

− i m a  
2

ω̇ r  

ω 2
r  
ϖ 2

d ϖ ; 

¼
ω a 0 V  a; rffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi 
s a  

m a  

2 ω̇ r  

p  G ðv Þ ð3 6 Þ 

w h er e 2 v ¼ ð  
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi 
s a  m a  ω̇  p p ;r= 2

p  
= ω  r  Þϖ  ¼ ð ω = ω r  Þu  a n d

G ðv Þ ¼ i ei sa v 2

Z  
v  

− ∞  
e − i sa v 2

d v  

¼  

ffiffiffi 
π  

8

r  

ðs a  þ iÞe i s a  v
2

  

1 þ ð 1 þ i sa Þ F c

 ffiffiffi 
2

π  

r  

v  

  

þ ð 1 −  i sa ÞFs

 ffiffiffi 
2

π  

r  

v  

   

: ð3 7 Þ 

N ot e t h at G ð0 Þ ¼ F e ð0 Þ a n d li m v → þ ∞  G ðv Þe − i sa  v
2

¼  
F ð þ∞ Þ, i n di c ati n g t h e c o nsist e n c y i n b ot h t h e  m o d e
a m plit u d e at r es o n a n c e a n d t h eir as y m pt oti c v al u es.

H o w e v er, t h e p h as e of b
ðl o cÞ 
a i s a c c ur at e o nl y i n t h e vi ci nit y

of  m o d e r es o n a n c e. It als o o v er esti m at es t h e  m a g nit u d e of
os cill ati o ns i n t h e p ostr es o n a n c e r e gi o n.  A n ot h er  w a y t o
o bt ai n a l o c al s ol uti o n is t o s ol v e c a  [ cf.  E q. ( 2 3) wit h o ut
t h e “ ( d y n)”  s u p ers cri pt] usi n g a st ati o n ar y p h as e a p pr o xi -
m ati o n, a n d t h e n tr a nsf er t h e r es ult a nt c a  t o b a  usi n g
E q. ( 3 0) [1 5 ]. S u c h a s ol uti o n gi v es t h e c orr e ct p h as e i n t h e
p ostr es o n a n c e r e gi m e b ut n ot i n t h e pri or-r es o n a n c e
r e gi m e. I n d e e d, t h e g e n er al s ol uti o n of a dri v e n os cill at or
s h o ul d c o nt ai n t w o t er ms v ar yi n g at disti n ct fr e q u e n ci es as
i n  E q. ( 1 4), a n d a l o c al s ol uti o n  wit h a si n gl e t er m c a n t h us
b e e xt e n d e d a c c ur at el y o nl y i n o n e dir e cti o n.  T h e dis -
c ussi o n t h er ef or e hi g hli g hts t h e n e c essit y of d e c o m p osi n g
t h e ti d e i nt o t h e e q uili bri u m a n d d y n a mi c al c o m p o n e nts i n
t h e pr es e n c e of  m o d e r es o n a n c e.

III. B A C K R E A C TI O N  O N  T H E  O R BI T  
U SI N G  E F F E C TI V E  L O V E  N U M B E R  

I n t his s e cti o n,  w e first c o n v ert t h e  m o d e a m plit u d es
f o u n d i n t h e pr e vi o us s e cti o n t o  m ass  m ulti p ol es of t h e  N S,
a n d t h e n us e t h e  m ass  m ulti p ol es t o d efi n e eff e cti v e  L o v e
n u m b ers f oll o wi n g t h e a p pr o a c h us e d i n  R ef. [5 7 ].  T h e ti d al
b a c k r e a cti o ns  will t h e n b e  writt e n i n t er ms of t h e eff e cti v e
L o v e n u m b er s o t h at t h e y t a k e t h e s a m e f or m as i n t h e
a di a b ati c li mit, e x c e pt f or t h e  L o v e n u m b er r e pl a c e d b y
t h eir fr e q u e n c y- d e p e n d e nt eff e cti v e v al u es.  We hi g hli g ht
t h at a p ur e r e al eff e cti v e  L o v e n u m b er as i ntr o d u c e d i n
R ef. [5 7 ] is i ns uffi ci e nt t o  m o d el t h e d y n a mi cs. I n p ar-
ti c ul ar, it c a pt ur es o nl y t h e ti d al a c c el er ati o n i n t h e r a di al
dir e cti o n.  T o c a pt ur e t h e a c c el er ati o n i n t h e t a n g e nti al
dir e cti o n (i. e., t h e ti d al t or q u e), a n e w dr essi n g f a ct or,
ori gi n ati n g fr o m t h e i m a gi n ar y p art of t h e eff e cti v e  L o v e
n u m b er f or e a c h ðl; m Þ h ar m o ni c,  will b e i ntr o d u c e d.  We
will d e m o nstr at e e x pli citl y t h at it is t his t or q u e t h at
d o mi n at es t h e i m p a ct o n t h e or bit n e ar  m o d e r es o n a n c e.

We st art b y r el ati n g t h e  m ulti p ol e  m o m e nt of t h e  N S i n 
t h e i n erti al fr a m e t o t h e a m plit u d e of t h e ass o ci at e d  m o d e
wit h t h e s a m e ðl; m Þ as [7 3 ],

Q l m ¼ M R l 
Xla ; ma  

a  

I a b a e
− i ma ϕ ; ð3 8 Þ 

2 N ot e t h at t̂ i n  R ef. [2 5 ] is r el at e d t o o ur v  as t̂ ¼  ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi 
ð2 = m a Þð8 = 3 Þ

p
v  a n d t h eir ϵ l ¼ ð 3 = 8 Þð ˙ ω r  = ω 2

r  Þ  .  O ur a n al ysis als o

i n di c at es t h at a f a ct or of
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi 
m a  = 2

p
¼  

ffiffiffiffiffiffiffiffiffi
la  = 2

p
i n t h e p h as e s i n

E q. ( 6. 1 1) of  R ef. [2 5 ] is  missi n g.  T h e  m a g nit u d e of t h e l ast t er m
i n t h eir  E q. ( 6. 1 0) l a c ks a f a ct or of

ffiffiffiffiffiffiffiffiffi 
la  = 2

p
.
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w h er e  w e h a v e us e d
P la ; ma  

a a s a s h ort- h a n d n ot ati o n of
P ðla ; ma Þ ¼ð l; mÞ 

a  .  N ot e f urt h er t h at t h e s u m m ati o n r u ns o v er
m o d es  wit h b ot h si g ns of ei g e nfr e q u e n ci es.  T his c orr e -
s p o n ds t o a s y m m etri c tr a c e-fr e e t e ns or (i n di c at e d b y t h e
br a c k ets ar o u n d t h e i n di c es) i n a  C art esi a n c o or di n at e,

Q hi 1 … il i ¼ N l 

X  

m  

Y  
hi1 … ili 
l m 

  
Q l m 

¼ N lM 1 R
l 
X  

m  

Y  
hi1 … ili 
l m 

  
Xla ; ma  

a  

I a b a e
− i ma ϕ : ð3 9 Þ 

w h er e N l ¼ 4 π l!= ð2 l þ 1 Þ!! a n d t h e t e ns or Y
hi1 … il i 
l m i s

d efi n e d i n  R ef. [7 7 ].  At t h e s a m e ti m e, t h e ti d al  m o m e nt
( als o s y m m etri c a n d tr a c e-fr e e) c a n b e  writt e n as

E i1 … il ≡  − M  2 ∂ i1 … il 

1

r  

¼ − l!
M 2

r lþ 1

X  

m  

W l me
− i mϕ Y  

hi1 … il i 
l m 

  
ð4 0 Þ 

We c a n d efi n e a n eff e cti v e  L o v e n u m b er of e a c h ðl; m Þ 
h ar m o ni c s o t h at it  m ai nt ai ns t h e s a m e f or m as i n t h e
a di a b ati c li mit as

Q hi1 … il i Y  
hi1 … ili 
l m ¼ −  

2 k l m 

ð 2 l −  1 Þ!!
R 2 lþ 1 E i 1 … il Y  

hi1 … ili 
l m ; ð4 1 Þ 

w hi c h l e a ds t o

k l m ¼  
2 π  

2 l þ 1

Xla ; ma  

a  

I 2
a  

  
b a  

V a  

  

¼ k   
l;− m  ∈  C : ð4 2 Þ 

T h e l ast e q u alit y f oll o ws t h e r e alit y c o n diti o n o n t h e  m o d e
a m plit u d e.  N ot e t h at i n t h e n o ns pi n ni n g a di a b ati c li mit,

k l mjω ¼ Ω ¼ 0 ¼ k l0 ¼  
4 π  

2 l þ 1
I 2
a  ð4 3 Þ 

a n d t h e  L o v e n u m b er is t h e s a m e f or all v al u es of m .  Usi n g
t h e l e a di n g- or d er e q uili bri u m s ol uti o n fr o m  E q. ( 1 6),
w e h a v e

k
ðe q ;0 Þ 
l m ðω Þ ¼ k

ðe q ;0 Þ 
l;− m  ðω Þ ¼  

ω 2
a 0

ω 2
a 0 −  ðm σ  −  Δ ω a Þ

2
k l0 ; ð4 4 Þ 

w h er e  m o d e a  h as ðla ; ma Þ ¼ ðl; m Þ, a n d  w e h a v e us e d t h e
f a ct t h at Δ ω a  ∝  m a  [ E q. ( 7)], s o Δ m a  

¼ − Δ − m a  
.  T his r es ult

a gr e es  wit h  R ef. [7 0 ].  B e c a us e of r ot ati o n,  w e h a v e

k
ðe q ;0 Þ 
l m ðω ¼ 0 Þ ¼  

ω 2
a 0

ω 2
a 0 −  ð m Ω  þ Δ ω a  Þ

2
k l0 : ð4 5 Þ 

N ot e t h at t h e diff er e n c e b et w e e n k
ðe q ;0 Þ 
l m a n d k l0 ar e d u e t o

t h e fi nit e fr e q u e n c y r es p o ns e of a  m o d e as i n  E q. ( 1 6).  T h eir
diff er e n c e is o n t h e or d er ðΩ = ω a 0 Þ

2 . As a c a v e at, t h e  m o d e
str u ct ur e c a n b e  m o difi e d b y r ot ati o n at or d er ðΩ = ω a 0 Þ

2

( e. g., d u e t o t h e c e ntrif u g al f or c e),  w hi c h is n ot a c c o u nt e d
f or i n o ur c urr e nt fr a m e w or k as  E q. ( 1) is o nl y t o li n e ar
or d er i n r ot ati o n.  B ut s e e  R ef. [6 3 ] f or  m or e dis c ussi o ns o n
r ot ati o n al c orr e cti o ns b e y o n d  E q. ( 7).

We c a n f urt h er d efi n e a n eff e cti v e dr essi n g f a ct or κ l f or
e a c h h ar m o ni c l as

κ l ¼ −  
ð2 l −  1 Þ!!

2 k l0 R
2 lþ 1

Q hi1 … il i E
i1 … il 

E i1 … il E
i1 … il 

¼  
ð2 l þ 1 Þ 

4 π  

X  

m  

W 2
l m 

k l m 

k l0

∈  R ; ð4 6 Þ 

s o t h at κ lk l0 b e c o m es t h e eff e cti v e  L o v e n u m b er i n
R ef. [5 7 ].  N ot e t h at

P  
m  W

2
l m ¼ 4 π = ð2 l þ 1 Þ, s o  w h e n

ω  ¼ Ω  ¼ 0 , κ l ¼ 1 .  T h e r e alit y c o n diti o n t h at k l m ¼  

k 
l;− m  f urt h er r e q uir es t h at κ l is r e al.

As  w e  will s e e s h ortl y, t h e eff e cti v e  L o v e n u m b er κ lk l0

c a n o nl y c a pt ur e t h e r a di al a c c el er ati o n of t h e ti d al b a c k-
r e a cti o n.  We h e n c e i ntr o d u c e a n a d diti o n al f a ct or γ l t o
d es cri b e t h e t or q u e,  w hi c h  w e d efi n e as

γ l ¼  
2 l þ 1

4 π  

X  

m  

m W 2
l m I m

  
k l m 

k l0

  

: ð4 7 Þ 

N ot e t h at γ l v a nis h es i n t h e e q uili bri u m li mit b ut b e c o m es
fi nit e  w h e n k l m h as i m a gi n ar y c o m p o n e nt as m I m½k l m ¼  
− m I m½k l;− m .

T o d eri v e t h e c o ns er v ati v e p art of t h e d y n a mi cs,  w e  writ e
t h e  H a milt o ni a n of t h e s yst e m t o li n e ar or d er i n t h e  N S’s
r ot ati o n [3 2 ,6 6 ,7 3 ] as,

H ¼ H  p p þ H m o d e þ H i nt; ð4 8 Þ 

w h er e

H  p p ¼ p 2
r  = ð2 μ Þ þ p 2

ϕ  = ð2 μ r 2 Þ −  μ M t= r;  ð4 9 Þ 

wit h p r  ¼ μ ṙ  a n d p ϕ  ¼ μ r 2 ϕ̇ ,

H m o d e ¼  
Xω a > 0

a  

ϵ a ω a q
  
a q a  ¼ E 1

Xω a > 0

a  

ω a  

ω a 0

b   
a b a ; ð5 0 Þ 

a n d

H i nt ¼  
Xω a > 0

a  

ϵ a ði fa q
  
a  −  i f  

a q a  Þ ¼ − E 1

Xω a > 0

a  

ð V a b
  
a  þ V   

a b a Þ: 

ð5 1 Þ 
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T h e t hr e e pi e c e s r e s p e cti v el y r e pr es e nt t h e P P or bit, t h e
ei g e n m o d es i n si d e t h e  N S, a n d t h e  m o d e- or bit i nt er a cti o n.
W hil e  w e u s e b a  a n d V a  i n t h e a b o v e e x pr es si o n s,
w e e m p h asi z e t h at t h e g e n er ali z e d di s pl a c e m e nt s  w e
u s e ar e ðr;  ϕ ; qa Þ a n d t h eir as s o ci at e d  m o m e nt a ar e
½p r ; pϕ ; ði E1 = ω a 0 Þ q


a .  T h e  H a milt o ni a n d e p e n d s e x pli c-

itl y o n ti m e b e c a u s e V a b
  
a ∼  e x p ði ma Ω tÞ i n t h e i nt er a cti o n.

We  will c o m e b a c k t o t hi s p oi nt l at er  w h e n dis c u s si n g t h e
e n er g y c o n s er v ati o n of t h e s y st e m [ E q. ( 6 0)].

T h e d y n a mi cs of t h e or bit is t h us gi v e n b y

 r  −  r  ̇ϕ 2 þ  
M t 

r 2
¼  g r ; ð5 2 Þ 

r  ϕ þ  2 ṙ ϕ̇  ¼  g ϕ  ð5 3 Þ 

W h er e g r  a n d g ϕ  ar e a c c el er ati o ns al o n g t h e r a di al a n d
t a n g e nti al dir e cti o ns a n d t h e y i n cl u d e b ot h a dissi p ati v e
c o ntri b uti o n d u e t o  G W r a di ati o n a n d a c o ns er v ati v e pi e c e
d u e t o ti d al i nt er a cti o n,  w hi c h  w e c a n d eri v e fr o m t h e
i nt er a cti o n  H a milt o ni a n as

g
ðtÞ 
r  ¼ −  

1

μ  

∂ H i nt

∂ r  
¼ −

2 E 1

μ r  

Xω a > 0

a  

ðla  þ  1 ÞR e ðV  a  b
  
a  Þ  

¼ −  
M t 

r 2

M  2
M 1

X  

l 

ð l þ  1 Þð2 l þ  1 Þ 

2 π  

  
R  

r  

  
2 lþ 1 X  

m  

W 2
l m R e ½k l m; 

¼  − 2
M t 

r 2

M 2

M 1

X  

l 

ðl þ  1 Þκ lk l0

  
R  

r  

  
2 lþ 1

; ð5 4 Þ 

g
ðtÞ 
ϕ  ¼ −  

1

μ r  

∂ H i nt

∂ ϕ  
¼  

2 E 1

μ r  

Xω a > 0

a  

m a I m½V a b
  
a ; 

¼ −  
M t 

r 2

M  2
M 1

X  

l 

ð2 l þ  1 Þ 

2 π  

  
R  

r  

  
2 lþ 1 X  

m  

m W 2
l m I m½k l m; 

¼  − 2
M t 

r 2

M 2

M  1

X  

l 

ðl þ  1 Þγ lk l0

  
R  

r  

  
2 lþ 1

; ð5 5 Þ 

w h er e  w e h a v e us e d  E qs. ( 4 2), ( 4 6), a n d ( 4 7) a n d t h eir (r e al
a n d i m a gi n ar y) dr essi n g f a ct ors.

N ot e t h at  w e c a n f urt h er  writ e t h e i nt er a cti o n e n er g y as

H i nt ¼  − 2
M 2

2

r  

X  

l 

κ lk l0

  
R  

r  

  
2 lþ 1

: ð5 6 Þ 

I n t h e li mit  w h er e Ω  →  0 a n d ω  →  0 (i. e., κ l ¼  1 ),  w e h a v e

H m o d e ð ω  ¼  Ω  ¼  0 Þ ¼  −
1

2
H i nt ¼  

M 2
2

r  

X  

l 

k l0

  
R  

r  

  
2 lþ 1

: ð5 7 Þ 

H o w e v er, i n g e n er al, t h er e is n o si m pl e r el ati o n b et w e e n
H m o d e a n d κ lk l0 .  N ot e f urt h er t h at  w h e n Ω  ≠  0 , H m o d e i s t h e

m o d e e n er g y i n t h e c or ot ati n g fr a m e. F or a s p e cifi c  m o d e a  
i n t h e i n erti al fr a m e, its c a n o ni c al e n er g y is [7 8 ]

E
ði n erti alÞ 
m o d e ; a ¼  H m o d e ; a þ  Ω J m o d e ; a 

¼  
ω a  þ  m a Ω  

ω a  

H m o d e ; a ¼  
E 1

2

ω a  þ  m a Ω  

ω a 0

b   
a  b a ; ð5 8 Þ 

w h er e J m o d e ; a ¼  m a H m o d e = ω a  is t h e a n g ul ar  m o m e nt u m of
t h e  m o d e.  Usi n g t h e as y m pt oti c v al u es of F e ð u Þ, w e h a v e
w h e n u  →  ∞  ( aft er s u m mi n g o v er a  m o d e a  a n d its
c o m pl e x c o nj u g at e)

E  
ði n erti alÞ 
m o d e ð ∞ Þ 

E 1

≃  
2 π  

s a  m a  

ω a 0 ðω a  þ  m a Ω Þ 

ω̇  p p ;r

V 2
a; r : 

¼  
5 ð2 l þ 1 Þ 

1 9 2 η  
W 2

l m k l0

  
M 2

M 1

  
2

×

  
R 1

M t 

  
2 ðlþ 1 Þ 

ðM tω a 0 ÞðM tω r  Þ
4 ðl− 1 Þ= 3 : ð5 9 Þ 

W hil e H m o d e d o es n ot r el at e t o κ l a n d γ l i n a si m pl e
m a n n er,  w e n ot e t h at its d eri v ati v e is

Ė
ði n erti alÞ 
m o d e ¼ Ḣ m o d e þ  

∂ H i nt

∂ t 

¼  − 2 E  1
Xω a > 0

a  

ðω a  þ  m a  Ω ÞI m½V  a  b
  
a  : ð6 0 Þ 

We r e mi n d r e a d ers t h at t h e ∂ H i nt= ∂ t t er m ori gi n at es fr o m
t h e f a ct t h at t h e  H a milt o ni a n d e p e n ds o n ti m e e x pli citl y.
T o g et h er  wit h t h e t ot al ti m e d eri v ati v e of H i nt,

Ḣ i nt ¼  2 E 1

Xω a > 0

a  

  

Δ a  I m½V  a  b

a  þ

ṙ  

r  
ðl a  þ 1 ÞR e ½V  a  b a   ; ð6 1 Þ 

w e h a v e

Ė ti d e ≡ Ė
ði n erti alÞ 
m o d e þ  Ḣ i nt ¼  − μ ṙ g

ðtÞ 
r  −  ω μ r g

ðtÞ 
ϕ  ; ð6 2 Þ 

w hi c h d es cri b es t h e e x p e ct e d e n er g y tr a ns p ort ati o n fr o m
t h e or bit t o t h e ti d e.

Fi g ur e 3 s h o ws t h e i nt e gr al of t h e  E q. ( 6 2). I n
t h e e q uili bri u m li mit  wit h jω a j ≫  ω  a n d jω a j ≫  jΩ j,
jI mðb a Þ= R e ðb a Þj ∼  j˙ r = ðr Δ a Þj, l e a di n g t o

ω r g
ðtÞ 
ϕ  

ṙ g
ðtÞ 
r  

∼  
ω  

Δ a  

≃  
ω  

ω a  

≪ 1 ðf or e q uili bri u m ti d eÞ: ð6 3 Þ 

T h er ef or e, i n t h e e q uili bri u m li mit, t h e t or q u e t er m ( or γ l)
c a n b e i g n or e d.  H o w e v er,  w h e n d y n a mi c al ti d e b e c o m es
i m p ort a nt a n d jI mðb a Þ= R e ðb a Þj ∼  1 ,  w e h a v e

H A N G  Y U, P HI L  A R R A S, a n d  N E VI N  N.  W EI N B E R G P H Y S.  R E V.  D 1 1 0,  0 2 4 0 3 9 ( 2 0 2 4)

0 2 4 0 3 9- 1 0



ω r g
ðtÞ 
ϕ  

ṙ g
ðtÞ 
r  

∼  
ω  

ṙ = r  
≫ 1 ðf or d y n a mi c al ti d eÞ: ð6 4 Þ 

F urt h er m or e, t h e t or q u e t er m h as a s e c ul ar c o ntri b uti o n
w h e n i nt e gr at e d a cr oss  m o d e r es o n a n c e,

Z  
∞  

− ∞  
− ω μ r g

ðtÞ 
ϕ  dt  

≃  2 E 1 m a  ω r  V  a; r  I m

  

c  
ðd y n Þ 
a; r  

Z  

e  i
m a  
2 ω̇ p p t

2
dt  

  

¼  
2 π  

s a  m a  

m a  ω ω a 0

ω̇  p p ;r

V 2
a; r  E 1 ≃ E  

ði n erti alÞ 
m o d e ð∞ Þ; ð6 5 Þ 

w h er e  w e h a v e us e d  E qs. ( 2 3), ( 3 0), a n d ( 5 5), a n d
e v al u at e d t h e i nt e gr al  wit h a st ati o n ar y p h a s e a p pr o xi m a -
ti o n o n t h e e x p o n e nt i n  E q. ( 3 0). N ot e t h at t h e r es o n a n c e
c o n diti o n r e q uir es m a ω r  ¼  ω a  þ  m a Ω .  T h e ti d al t or q u e
l e a d s t o t h e p ostr es o n a n c e  m o d e e n er g y,  E q. ( 5 9), a n d it is
gr e at er t h a n t h e a b s ol ut e v al u e of t h e i nt er a cti o n e n er g y b y
a f a ct or of ∼ ðω r tg w ;r Þ

1 = 2 ðr r = r Þ lþ 1 .  T h er ef or e, t h e t or q u e
t er m d o mi n at es t h e e v ol uti o n n e ar  m o d e r e s o n a n c e, a n d
mi ssi n g t h e γ l t er m  will l e a d t o a n i n a c c ur at e d e s cri pti o n of
t h e d y n a mi c al ti d e.

I V. D Y N A MI C S  T H R O U G H O U T  T H E  I N S PI R A L  

Usi n g t h e t o ols d e v el o p e d a b o v e,  w e  will dis c uss t h e
c o u pl e d e v ol uti o n of t h e or bit a n d t h e  m o d e i n t his s e cti o n.
We  will st art b y r e vi e wi n g t h e or bit al e v ol uti o n u n d er t h e
P P li mit i n S e c. I V A.  Ti d al c orr e cti o ns t o t h e or bit  will t h e n

b e d eri v e d usi n g b ot h a n e n er g y- b al a n ci n g ar g u m e nt a n d
t h e os c ul ati n g or bit t e c h ni q u e c o u pl e d  wit h t h e ti d al

a c c el er ati o ns g
ðtÞ 
r a n d g

ðtÞ 
ϕ d eri v e d a b o v e. I n p arti c ul ar,

S e c. I V  B is d e v ot e d t o d eri vi n g t h e p h as e s hifts, t h e  m ost
d o mi n a nt ti d al si g n at ur e, as f u n cti o ns of b ot h fr e q u e n c y
a n d ti m e.  T h e d e vi ati o n fr o m a q u asi cir c ul ar i ns pir al d u e t o
t h e d y n a mi c al ti d e  will b e dis c uss e d i n S e c. I V  C.  L astl y,
w e c o nsi d er a d diti o n al  G W si g n at ur es arisi n g fr o m t h e
os cill ati n g f- m o d es a n d or bit al e c c e ntri cit y i n S e c. I V  D.

A.  P oi nt- p a rti cl e  ( P P) e v ol uti o n  

We b e gi n t h e dis c ussi o n of t his s e cti o n b y bri efl y
r e vi e wi n g t h e or bit al e v ol uti o n of t w o P P  m ass es i ns pir al-
i n g d u e t o  G W r a di ati o n.  R es ults h er e ar e us e d i n S e c. II t o
d eri v e t h e li n e ari z e d  m o d e a m plit u d e e v ol uti o n.  T h e y  will
als o s er v e as t h e b as eli n e v al u es o nt o  w hi c h  w e a d d t h e ti d al
p ert ur b ati o n.

T h e P P fr e q u e n c y e v ol uti o n is gi v e n b y

ω̇  p p ¼  
9 6

5

η  

M 2
t 

ðM tω Þ 1 1 = 3 : ð6 6 Þ 

We f urt h er d efi n e tg w ¼  ω = ˙ ω p p ,  w hi c h s er v es as a  m e as ur e

of t h e i nst a nt a n e o us  G W d e c a y ti m es c al e.  T h e or bit al
e n er g y a n d s e p ar ati o n of t h e P P or bit c h a n g es a c c or di n g t o

Ė  p p

E  p p

¼ −  
ṙ  p p

r  p p

¼  
2

3

1

t g w

; ð6 7 Þ 

w h er e E  p p ¼  − M  1 M 2 = ð2 r Þ.  N ot e Ė  p p <  0 a n d ṙ  p p <  0 i n

o ur c o n v e nti o n.
E x pr essi n g ω  a n d r  as f u n cti o ns of t l e a ds t o

ðM tω  p p Þ
− 8 = 3 −  ð M tω 0 Þ

− 8 = 3 ¼  

  
r  p p

M t 

  
4

−  

  
r 0

M t 

  
4

¼  
2 5 6 η  

5

  
t0
M t 

−  
t 

M t 

  

: ð6 8 Þ 

It is als o us ef ul t o r el at e t h e p h as e ϕ  t o ω ,  w hi c h h as b e e n
gi v e n e arli er i n  E q. ( 3 1).

T h e P P or bit al e v ol uti o n c a n b e  m o d el e d b y a d di n g t h e
f oll o wi n g  B ur k e- T hr o n e a c c el er ati o ns ( e. g.,  R ef. [3 2 ]) t o
t h e or bit al d y n a mi cs,  E qs. ( 5 2) a n d ( 5 3),

g
ðg w Þ 
r  ¼  

1 6 μ M t 

5 r 3
ṙ  

  

ṙ 2 þ  6 r 2 ϕ̇ 2 þ  
4 M t 

3 r  

  

; ð6 9 Þ 

g
ðg w Þ 
ϕ  ¼  

8 μ M t 

5 r 2
ϕ̇  

  

9 ṙ 2 −  6 r 2 ϕ̇ 2 þ  
2 M t 

r  

  

≃ −  
3 2

5
μ r 3 ϕ̇ 5 ð 7 0 Þ 

w h er e  w e h a v e  writt e n t h e ϕ  c o m p o n e nt i nt o a f or m t h at is

v ali d e v e n  w h e n t h e r  −  ˙ ϕ r el ati o n is  m o difi e d b y t h e
pr es e n c e of t h e ti d e [7 3 ].

FI G. 3.  E n er g y i n t h e l ¼  3 ti d e, E ti d e ¼  E
ði n erti alÞ 
m o d e a n d H i nt,

s h o w n i n t h e gr a y li n e.  Als o s h o w n i n t h e d as h e d li n es ar e t h e
i nt e gr als of t h e t w o t er ms i n  E q. ( 6 2). I n t h e l o w-fr e q u e n c y,
e q uili bri u m li mit, t h e r a di al t er m ( oli v e li n e) d o mi n at e s t h e
c h a n g e a n d it is n e g ati v e (t h e c h a n g e of t h e t ot al e q uili bri u m
e n er g y is still p ositi v e  w h e n i n cl u di n g Δ E p p ).  N e ar  m o d e

r es o n a n c e, t h e t a n g e nti al t or q u e (r e d li n e; p ositi v e) d o mi n at e s
t h e c h a n g e of ti d al e n er g y.
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B.  Ti d al  p h as e  s hift 

T h e d o mi n a nt i m p a ct of t h e ti d e o n t h e or bit al e v ol uti o n
is t h at it c a us es a p h as e s hift r el ati v e t o t h e P P li mit.  T his
s e cti o n is d e di c at e d t o d eri vi n g s u c h a p h as e s hift.  We  will
st art b y d eri vi n g first t h e or bit al p h as e s hift as a f u n cti o n of
fr e q u e n c y (t h at is, c o m p ari n g t h e p h as es of t w o s yst e ms at
t h e s a m e fr e q u e n c y).  W hil e t h e p h as e s hift at a gi v e n
fr e q u e n c y off ers a str ai g htf or w ar d d es cri pti o n of t h e ti d e,
p h ysi c all y  w h at is  m e as ur a bl e is t h e p h as e s hift  m e as ur e d
at  t h e s a m e ti m e.  T h er ef or e, i n t h e s e c o n d h alf of t his
s e cti o n,  w e  will als o d eri v e t h e p h as e s hift dir e ctl y as a
f u n cti o n of ti m e usi n g t h e t e c h ni q u e of os c ul ati n g or bits.
T h e os c ul ati n g or bits als o all o w us t o e xtr a ct t h e p ost-
r es o n a n c e e c c e ntri cit y e x cit e d b y t h e d y n a mi c al ti d e  w hi c h
w e  will dis c uss f urt h er i n S e c. I V  C.

1.  E n er g y  b al a n ci n g  

We us e a n e n er g y- b al a n ci n g ar g u m e nt t o d eri v e t h e
d y n a mi cs as a f u n cti o n of  G W fr e q u e n c y f  ¼ ω = π .  T h e
d ur ati o n of c o al es c e n c e t a n d t h e or bit al p h as e ϕ  c a n b e
c o m p ut e d as

t ¼  

Z  
d E = d f  

Ė  
d f;  ð7 1 Þ 

ϕ ¼ π  

Z  

f  
d E = d f  

Ė  
d f;  ð7 2 Þ 

T h er ef or e, t h e ti d al c orr e cti o ns t o t h e ti m e a n d p h as e c a n b e
c o m p ut e d as [7 3 ]

Δ t ≃  

Z  
1

Ė  p p

  
d Δ E  e q

d f  g w

−  
d E  e q

d f  g w

Δ  ̇E

Ė  p p

  

d f;  ð7 3 Þ 

Δ ϕ ðf Þ ≃ π  

Z  
f  

Ė  p p

  
d Δ E  e q

d f  g w

−  
d E  e q

d f  g w

Δ  ̇E

Ė  p p

  

d f;  ð7 4 Þ 

w h er e t h e first t er m i n t h e p ar e nt h esis d es cri b es a
c o ns er v ati v e eff e ct t h at at a gi v e n fr e q u e n c y, t h e e q uili bri u m
e n er g y of t h e s yst e m is  m o difi e d r el ati v e t o t h e P P or bit.  We

h a v e Δ E e q ¼ Δ E p p þ E ti d e a n d E ti d e ¼ H i nt þ  E
ði n erti alÞ 
m o d e . T h e

Δ E p p d es cri b es t h e c h a n g e of t h e or bit al e n er g y b e c a us e

b ot h t h e l o c ati o n a n d t h e v al u e of t h e r a di al eff e cti v e
p ot e nti al ’s  mi ni m u m c h a n g e d u e t o t h e pr es e n c e of t h e
ti d e [7 3 ],

Δ r  

r  
≃ −  

g  
ðt;e q Þ 
r  

3 r ω 2
; ð7 5 Þ 

Δ E  p p

E  p p

¼ − 4
Δ r  

r  
: ð7 6 Þ 

N ot e t h at  w e h a v e us e d g
ðt;e q Þ 
r , or t h e e q uili bri u m c o m p o n e nt

of t h e r a di al a c c el er ati o n [ usi n g b
ðe q Þ 
a fr o m  E q. ( 1 8) i n

E q. ( 5 4)], as it d es cri b es t h e c o m p o n e nt t h at is p h as e
c o h er e nt  wit h t h e or bit.  W h e n t h e d y n a mi c al ti d e is e x cit e d
aft er  m o d e r es o n a n c e, t h e eff e cti v e p ot e nti al c h a n g es o n a
ti m es c al e s h ort er t h a n t h e or bit al d e c a y ti m es c al e a n d
e x cit es e c c e ntri cit y of t h e or bit, a p oi nt  w e  will dis c uss
f urt h er i n S e c. I V  C.  T h e E ti d e t er m d es cri b es e n er gi es d u e t o
t h e ti d al d e gr e es of fr e e d o m, i n cl u di n g b ot h its i nt er a cti o n
wit h t h e or bit [ E q. ( 5 6)] a n d t h e i n erti al-fr a m e  m o d e e n er g y
fr o m  E q. ( 5 8).

T h e ti d e als o aff e cts h o w  m u c h e n er g y is r a di at e d
t hr o u g h  G W [s e c o n d t er m i n  E q. ( 7 4)].  H er e  w e r estri ct
o ur dis c ussi o n t o t h e l o w est- or d er q u a dr u p ol e r a di ati o n t h at
is aff e ct e d b y t h e ti d e i n t w o  w a ys.  T h e first o n e is t h e r  − ω  
r el ati o n is  m o difi e d c o m p ar e d t o t h e P P or bit, a n d t h e
s e c o n d e q u alit y i n  E q. ( 7 0) c a pt ur es t his  m o difi c ati o n as
dis c uss e d i n  R ef. [7 3 ].  T h e s e c o n d eff e ct is t h at t h e ti d all y
i n d u c e d  N S  m ass q u a dr u p ol e c a n c o u pl e  wit h t h e or bit al
q u a dr u p ol e, all o wi n g a d diti o n al  G W r a di ati o n. I n o ur
n u m eri c al c al c ul ati o ns,  w e d o n ot i n cl u d e t h e s e c o n d
eff e ct. I nst e a d,  w e pr es e nt h er e a n a n al yti c al c al c ul ati o n
of it.  T h e i m p a ct of t his t er m i n t h e a di a b ati c li mit h as b e e n
w ell est a blis h e d, s e e, e. g.,  R ef. [7 3 ] a n d r ef er e n c es t h er ei n.
T h us,  w e f o c us o n t h e fi nit e fr e q u e n c y c orr e cti o n ( w hi c h
c a n still b e c o nsi d er e d t h e e q uili bri u m ti d e i n o ur d efi -
niti o n) a n d t h e d y n a mi c al ti d e ( o nl y e x cit e d o n r es o n a n c e)
t o t h e  N S q u a dr u p ol e.  O ur c al c ul ati o n c o m pl e m e nts t h e
E O B fr a m e w or k  w hi c h c o m p ut es t h e dissi p ati v e eff e ct o nl y
u n d er t h e a di a b ati c (i. e., t h e z er o-fr e q u e n c y) li mit; s e e,
e. g.,  R ef. [5 7 ].

Fr o m [7 3 ],

Δ Ė ns − or b ¼ −
2

5
hQ  

… i j 
ns Q  

… i j 
or b i ¼ −  

4

1 5

X  

m  

W 2 m h Q  
… ns

2 m Q  
… or b

2 m  
  
i: ð7 7 Þ 

F or t h e or bit al  m ass q u a dr u p ol e,  w e h a v e

Q  
… or b

2 m  ≃ ð − i mω Þ 3 μ r 2 e − i mϕ ; ð7 8 Þ 

t h e i g n or e d t er m is s m all er b y a f a ct or of 1 = ðω tg w Þ.
We n ot e t h at t h e  N S q u a dr u p ol e c a n b e d e c o m p os e d i nt o

a n e q uili bri u m a n d a d y n a mi c al c o m p o n e nt b e c a us e

Q ns
2 m  ∝ ½b

ðe q Þ
a þ b

ðd y n Þ
a .  T h e ti m e v ari ati o n of e a c h c o m p o-

n e nt als o  m ai nl y c o m es fr o m t h e p h as e e v ol uti o n (r es p e c -
ti v el y g o es as 2 ω  a n d 2 ω r  f or t h e l ¼ j m j ¼ 2 c o m p o n e nts),
w hil e t h e r at e of c h a n g e o n t h e a m plit u d e of b a  is s m all er
b y a f a ct or of ∼ ˙ u = ω r  ∼ ðω r tg w ;r Þ

− 1 = 2 . F urt h er m or e,
˙ b a  þ ḃ   

a ¼ 2 Δ a I m½b a ,  w hi c h is s m all b ot h b ef or e r es o-
n a n c e ( as I m ½b a  is s m all) a n d d uri n g  m o d e r es o n a n c e as
Δ a  ≃ 0 .  T h e e q uili bri u m c o m p o n e nt is c o h er e nt  wit h t h e
or bit t hr o u g h o ut t h e e v ol uti o n b e c a us e, i n o ur d efi niti o n, it
is t h e c o m p o n e nt t h at v ari es at e − i mϕ  i n t h e i n erti al fr a m e.
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T h e d eri v ati o n pr es e nt e d i n  R ef. [7 3 ] c a n t h us b e r e a dil y
e xt e n d e d t o i n cl u d e t h e e q uili bri u m ti d e as

Δ Ė
ðe q Þ 
ns − or b ¼ −  

8

1 5
μ M 1 R

2
1 M

2 = 3
t ω 1 4 = 3

×
X  

m ¼  2

m 6 W  2 m  

Xm a ¼ m  

a; ω a > 0

I a  R e ½b
ðe q Þ 
a  : ð7 9 Þ 

N ot e t h at

Δ Ė ns − or b ðω Þ 

Δ Ė ns − or b ðω  ¼  0 Þ 
¼  

Q 2 2 ðω Þ 

Q 2 2 ðω  ¼  0 Þ 
≠ κ l; ð8 0 Þ 

as m  ¼  0 m o d es d o n ot c o ntri b ut e t o t h e r a di ati o n b ut t h e y
aff e ct t h e r a di al a c c el er ati o n.  T h er ef or e, a n eff e cti v e  L o v e
n u m b er κ l is i n a c c ur at e i n  m o d eli n g t h e r a di ati o n fr o m t h e
b e at of t h e  N S a n d or bit al  m ass q u a dr u p ol es e v e n i n t h e
e q uili bri u m li mit.

We a p pr o xi m at e t h e t hir d d eri v ati v e of t h e  m ass q u a dr u -
p ol e d u e t o t h e d y n a mi c al ti d e as

Q  
… ns ;d y n

2 2 ≃ ð− i ma ω r Þ
3 M R 2 I a c

ðd y n Þ 
a  e − i ma ϕ r − i ma ω r τ : ð8 1 Þ 

w h er e  m o d e a  i n t h e a b o v e e q u ati o n st a n ds s p e cifi c all y f or
t h e la  ¼  m a  ¼  2 f- m o d e  wit h ω a  >  0 .  We als o h a v e

Q  
… ns ;d y n

2 ;− 2 ¼ ð Q
… ns ;d y n

2 2 Þ
  
.  T h e e n er g y dissi p ati o n r at e  wit h t h e

p h as e e x p a n d e d n e ar  m o d e r es o n a n c e r e a ds

Δ Ė
ðd y n Þ 
ns − or b ≃ −  

8

1 5
ð2 ω r  Þ

6 μ r 2
r  M  1 R

2
1

× W 2 2 I a R e c
ðd y n Þ 
a  e i ̇ω r τ

2
; ð8 2 Þ 

T h e p h as e s hift d u e t o t his t er m c a n b e e v al u at e d as

Δ ϕ  
ðd y n Þ 
ns − or b ¼ −  

Z  

ω  
Δ Ė

ðd y n Þ 
ns − or b

Ė  p p

dt;  

≃  
5 π k 2 0

1 9 2

  
M 2

η 2 M t 

   
ω a 0

ω r  

  

ð M tω r Þ
5 = 3

  
R 1

M t 

  
5

×

  

Fs

 ffiffiffi 
π  

2

r  

u  

  

− F c

 ffiffiffi 
π  

2

r  

u  

   

; 

⟶  
u → þ ∞  

0 ; ð8 3 Þ 

w h er e u  ¼  
ffiffiffiffiffi 
˙ ω r

p
τ  a n d  w e h a v e us e d a st ati o n ar y p h as e

a p pr o xi m ati o n i n t h e s e c o n d li n e.  T h e  m o d e a m plit u d e is
a p pr o xi m at e d usi n g  E q. ( 2 3) at r es o n a n c e  wit h F ðu  ¼  0 Þ ≃  
F e ð0 Þ [s e e t h e dis c ussi o n b el o w  E q. ( 2 8)].  T his is j ustifi e d

b e c a us e e i ̇ω r τ
2

i s e v e n a b o ut τ  ¼  u  ¼  0 w hil e ½F e ð u Þ −  
F e ð0 Þ is o d d.  N ot e t h at u n d er t his a p pr o xi m ati o n,

Δ ϕ
ðd y n Þ 
ns − or b ð u  →  ∞ Þ ¼  0 .  W hil e t h e F o ð0 Þ c o ntri b uti o n  m a y

s ur vi v e, it is n o n et h el ess a s m all c orr e cti o n b e c a us e

F o  ∝ a 3 ∝ ð ω r tg w ;rÞ
− 1 = 2 .  T h er ef or e, at l e ast at t h e l e a di n g

or d er, t h e i nt er a cti o n b et w e e n t h e  N S  m ass q u a dr u p ol e d u e
t o t h e d y n a mi c al ti d e a n d t h e or bit al q u a dr u p ol e d o es n ot
l e a d t o n et ti m e or p h as e s hift  w h e n i nt e gr at e d a cr oss  m o d e
r es o n a n c e. I n t h e vi ci nit y of  m o d e r es o n a n c e  wit h ju j ≲  1
a n d Fs ≠ F c, t h e  m a g nit u d e of ti d al p h as e s hift d u e t o t his
dissi p ati v e eff e ct c o m p ar e d t o t h at d u e t o t h e c o ns er v ati v e
eff e ct [first t er m i n  E q. ( 7 4)] c a n b e esti m at e d fr o m t h e r ati o

Δ ϕ  
ðd y n Þ 
ns − or b

Δ ϕ ðc o n Þ 
≃  

Δ Ė  
ðd y n Þ 
ns − or b =  ̇E p p

E  
ði n erti alÞ 
m o d e = E or b

∼  
ω a 0 V  a r  

m a  ω r jb a j 
∼ ðω r  t g w ;rÞ

− 1 = 2 : ð8 4 Þ 

T h e e q uili bri u m c o m p o n e nt h as a si mil ar  m a g nit u d e
b e c a us e t h e e q uili bri u m a n d d y n a mi c al  m ass q u a dr u p ol es
h a v e c o m p ar a bl e  m a g nit u d e n e ar  m o d e r es o n a n c e (s e e t h e
l o w er p a n el of Fi g. 2 ).  T h er ef or e, t h e c o ns er v ati v e eff e ct
( e n er g y tr a nsf er fr o m t h e or bit i nt o t h e e x cit e d  m o d e)
d o mi n at es t h e p h as e s hift.

T h e p h as e s hift at a gi v e n fr e q u e n c y is s h o w n i n t h e t o p
p a n el of Fi g. 4 f or t h e l ¼  3 ti d e.  T h e l ¼  2 ti d e is e x cl u d e d
i n t h e c o m p ut ati o n h er e.  We us e t h e gr a y a n d r e d li n es t o
r es p e cti v el y r e pr es e nt t h e n u m eri c al a n d a n al yti c al r es ults.
It is i nt er esti n g t o n ot e t h at t h e  m ai n eff e ct c a n b e c a pt ur e d
b y a st e pli k e j u m p at  m o d e r es o n a n c e.  T h e a m o u nt of j u m p
c a n b e c al c ul at e d as

Δ ta  ¼  
E

ði n erti alÞ 
m o d e ð∞ Þ 

Ė  p p ; r 

; a n d Δ ϕ a  ¼  ω r Δ ta ; ð8 5 Þ 

b e t h e as y m pt oti c ti m e a n d p h as e s hifts of a  m o d e a  ( a n d its
c o m pl e x c o nj u g at e) i nt e gr at e d t o i nfi nit y.  M or e e x pli citl y,

Δ ϕ a  ¼ −
2 5 ð2 l þ  1 Þ 

6 1 4 4 η 2
W 2

l m k l0

  
M 2

M 1

   
R 1

M t 

  
2 lþ 1

× ðM tω a 0 Þð M tω r  Þ
ð4 l− 1 1 Þ= 3 : ð8 6 Þ 

T h e n u m eri c al v al u es f or t h e la  ¼  3 a n d la  ¼  2 f- m o d es ar e

Δ ϕ a jla ¼ 3 ¼  − 0 .4 8 r a d  × ð4 η Þ − 2

  
M 2

M 1

   
k 3 0

0 .0 2

  

×

  
R 1

1 1 .7 k m


7
  

ω a 0 = 2 π  

2 .5 × 1 0 3 H z

   
ω r  = π  

5 1 0 H z

  
1 = 3

: 

ð8 7 Þ 

Δ ϕ a jla  ¼ 2 ¼  − 1 7 r a d  × ð4 η Þ − 2

  
M 2

M 1

   
k 2 0

0 .0 8

  

×

  
R 1

1 1 .7 k m


5
  

ω a 0 = 2 π  

1 .8 × 1 0 3 H z

   
ω r  = π  

9 5 0 H z


− 1

: 

ð8 8 Þ 
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Wit h t h e j u m p  m a g nit u d es Δ ta  a n d Δ ϕ a ,  w e c a n t h e n
writ e t h e a p pr o xi m at e fr e q u e n c y e v ol uti o ns of t h e ti m e a n d
p h as e s hifts as

Δ t̄ðf Þ ≃ Δ ta  

1 þ t a n h u ðf Þ 

2
; ð8 9 Þ 

Δ ϕ̄ ð f Þ ≃ Δ ϕ  a  

1 þ t a n h u ðf Þ 

2
; ð9 0 Þ 

w h er e t h e t a n h f u n cti o n is us e d t o s m o ot hl y tr a nsiti o n t h e
p h as e s hift fr o m n e arl y 0 t o its as y m pt oti c v al u e aft er  m o d e
r es o n a n c e.  T h e n u m eri c al c o nst a nt i n fr o nt of u  is s et t o
u nit y f or si m pli cit y, y et it pr o vi d es s uffi ci e nt a c c ur a c y f or

t h e a p pr o xi m ati o n, as s h o w n i n t h e oli v e d as h e d li n e i n t h e
t o p p a n el of Fi g. 4 .

Aft er a  m o d e ’s r es o n a n c e, t h er e a p p e ars t o b e a l ar g e
fl u ct u ati o n i n t h e p h as e s hift.  O ur a n al yti c al s ol uti o n d o es
n ot f ull y c a pt ur e t his os cill ati o n b e c a us e t h e or bit is n o
l o n g er q u asi cir c ul ar a n d  E q. ( 7 5) c a n c a pt ur e o nl y t h e
a v er a g e d c h a n g e of s e p ar ati o n (s e e S e c. I V  C).  N o n et h el ess,
a l ar g e p orti o n of t h e os cill ati o n is n ot p h ysi c all y o bs er v a bl e
a n d t h er ef or e d o es n ot i m p a ct t h e  w a v ef or m a n al ysis. F or
t his,  w e n ot e t h at p h as e s hift s h o ul d b e  m e as ur e d at a fi x e d
ti m e t i nst e a d of fr e q u e n c y f  ( or ω ).  T h e y ar e r el at e d
t hr o u g h

Δ tðf Þ ≃ −  
Δ ω ðtÞ 

ω̇  
; ð9 1 Þ 

Δ ϕ ðf Þ ≃ Δ ϕ ðtÞ þ ω Δ t ≃ Δ ϕ ðtÞ −
ω  

ω̇  
Δ ω ðtÞ; ð9 2 Þ 

w h er e Δ ω ðtÞ a n d Δ ϕ ðtÞ ar e t h e s hift s of or bit al fr e q u e n c y
a n d of or bit al p h as e  m e a s ur e d at a fi x e d ti m e. Si n c e
ω 2 = ˙ ω ≫ 1 , t h e s e c o n d t er m i n t h e l ast e q u alit y i n  E q. ( 9 2)
c a n a p p e ar l ar g e. It c a u s es a l ar g e fl u ct u ati o n i n Δ ϕ ðf Þ,
t h o u g h t h e tr u e o b s er v a bl e Δ ϕ ðtÞ v ari es  m u c h l es s.
E q ui v al e ntl y,  w e c a n c o n si d er t h e p h a s e of t h e fr e q u e n c y
d o m ai n  G W  w a v ef or m,  w hi c h u n d er t h e st ati o n ar y p h as e
i s [7 9 ]

Ψ ðf Þ ¼ 2 π ft ðf Þ − 2 ϕ ðf Þ −
π  

4
; ð9 3 Þ 

s o t h e ti d al s hift i s gi v e n b y 3

Δ Ψ ðf Þ ¼ 2 π f Δ tðf Þ − 2 Δ ϕ ðf Þ ≃ − 2 Δ ϕ ðtÞ; ð9 4 Þ 

a n d t h e Δ t c o ntri b uti o n c a n c el s o ut.
W hil e Δ ϕ ðf Þ is n ot dir e ctl y  m e as ur a bl e, it is n o n et h el ess

a us ef ul q u a ntit y t o c o m p ut e, b e c a us e its as y m pt oti c
b e h a vi or c a n b e c a pt ur e d b y a p arti c ul arl y si m pl e f or m,
E q. ( 9 0).  Usi n g  E q. ( 9 2) a n d r e pl a ci n g Δ t wit h Δ ϕ = ω r  

[ E q. ( 8 5)],  w e h a v e

Δ Ψ ðf Þ ≃ 2

  
ω  

ω r  

− 1

  
1 þ t a n h u  

2
Δ ϕ  a ; ð9 5 Þ 

FI G. 4.  Ti d al p h as e s hift d u e t o t h e l ¼ 3 f- m o d es.  T h e t o p
p a n el s h o ws t h e or bit al p h as e s hift at a gi v e n fr e q u e n c y a n d t h e
b ott o m o n e at a gi v e n ti m e ( tc  is t h e ti m e  w h e n r  ¼ 2 R ).  T h e
mi d dl e p a n el is t h e  G W p h as e s hift of t h e fr e q u e n c y d o m ai n
w a v ef or m.  T h e gr a y c ur v es ar e r es ults e xtr a ct e d n u m eri c all y
w hil e t h e r e d c ur v es ar e fr o m a n al yti c al c al c ul ati o ns [ E qs. ( 7 4),
( 9 4), a n d ( 1 2 0)].  Als o s h o w n i n t h e oli v e d as h e d li n es ar e
a p pr o xi m at e esti m ati o ns [ E qs. ( 9 0), ( 9 5), a n d ( 9 7)] t h at esti m at e
t h e s e c ul ar p h a s e s hifts.

3 W h e n c o m p ari n g t h e p h a s e s hift of t w o  w a v ef or m s, it i s
i m p ort a nt t o k e e p i n  mi n d t h at o n e h a s t h e fr e e d o m t o s hift o n e
w a v ef or m ’s ti m e a n d p h a s e at a r ef er e n c e p oi nt r el ati v e t o t h e
ot h er b y ar bitr ar y c o n st a nt s.  T hi s i s b e c a u s e  w e d o n ot k n o w
a p ri o ri  of a si g n al ’s ti m e a n d p h a s e of arri v al.  A s a t h e or eti c al
st u d y,  w e fi x Δ tðf r ef Þ ¼ 0 a n d Δ ϕ ðf r ef Þ ¼ 0 at f r ef ¼ 1 0 0 H z
f or si m pli cit y,  w hi c h a p pr o xi m at el y c orr e s p o n d s t o Δ tðf r ef ¼  
0 Þ ≃ Δ ϕ ðf r ef ¼ 0 Þ ≃ 0 a s t h e ti d e i s i m p ort a nt o nl y  w h e n
f  ≳  5 0 0 H z.  W h e n c o m p uti n g, e. g., t h e  mi s m at c h b et w e e n
t w o  w a v ef or m s [8 0 ], h o w e v er, t h e fr e e d o m i n Δ tðf r ef Þ  a n d
Δ ϕ ðf r ef Þ n e e d s t o b e  m ar gi n ali z e d o v er.
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Δ ϕ̄ ðtÞ ≃  

  

1 −
ω ðtÞ 

ω r  

  
1 þ  t a n h u  

2
Δ ϕ a ; ð9 6 Þ 

¼  

  

1 −
2 5 6 η  

5

τ  

M t 

ðM tω r  Þ
8 = 3


− 3 = 8 1 þ  t a n h u  

2
Δ ϕ a ; ð9 7 Þ 

as esti m ati o n s of t h e s e c ul ar s hift of t h e or bit al p h a s e i n t h e
fr e q u e n c y a n d ti m e d o m ai n, r es p e cti v el y.  N ot e t h e f or m
is c o nsist e nt  wit h pr e vi o u s r es ults o bt ai n e d i n, e. g.,
R efs. [3 2 ,3 5 ] e x c e pt f or t h e  mi n or diff er e n c e t h at  w e
us e h er e a t a n h i n st e a d of  H e a visi d e us e d i n  R ef. [3 5 ] t o
s m o ot hl y c o n n e ct t h e pr e- a n d p ostr es o n a n c e v al u e s.  T h es e
a p pr o xi m at e e x pr es si o ns ar e s h o w n i n t h e  mi d a n d b ott o m
p a n els of Fi g. 4 i n t h e oli v e d a s h e d li n es,  w hi c h s h o w
d e c e nt a gr e e m e nts  wit h b ot h t h e n u m eri c al ( gr a y li n e s) a n d
t h e f ull a n al yti c al (r e d li n e s) r e s ult s.

2.  Os c ul ati n g  or bits  

F or t h e c o m pl et e n ess of t h e st u d y,  w e als o pr es e nt a
dir e ct d eri v ati o n of t h e d y n a mi cs as a f u n cti o n of ti m e t. We

us e t h e  m et h o d of os c ul ati n g or bits a n d c h a n g e ðr;  ̇  r; ϕ ; ˙ ϕ Þ 
t o ðp;  e;  ϕ ; ϕ 0 Þ, t h e i nst a nt a n e o us s e mil at us r e ct u m, e c c e n-
tri cit y, or bit al p h as e, a n d ar g u m e nt of p eri c e nt er, a c c or di n g
t o [3 2 ]

r ¼  
p  

1 þ  e c ϕ  

; ð9 8 Þ 

ṙ ¼  

ffiffiffiffiffiffi 
M t 

p  

s  

e s ϕ ; ð9 9 Þ 

ϕ̇ ¼  

ffiffiffiffiffiffi 
M t 

p 3

s  

½1 þ  e c ϕ 2 ; ð1 0 0 Þ 

w h er e c ϕ  ¼  c os ðϕ  − ϕ 0 Þ, s ϕ  ¼  si nðϕ  − ϕ 0 Þ .  T h e i n v ers e
r el ati o ns ar e

p ¼  
r 4 ϕ̇ 2

M t 

; ð1 0 1 Þ 

e 2 ¼  

  
p  

r  
− 1

  
2

þ  
p ṙ 2

M t 

; ð1 0 2 Þ 

e s ϕ  ¼  ṙ  

ffiffiffiffiffiffi 
p  

M t 

r  

; ð1 0 3 Þ 

e c ϕ  ¼  
p  

r  
− 1 : ð1 0 4 Þ 

T h e e v ol uti o n of os c ul ati n g v ari a bl es is gi v e n b y

ṗ ¼  
2

ffiffiffiffiffi 
p 3

p  

ffiffiffiffiffiffi 
M t

p  
ð1 þ  e c ϕ Þ 

g ϕ ; ð1 0 5 Þ 

ė ¼  

ffiffiffiffi 
p

p

2
ffiffiffiffiffiffi 
M t

p  
ð1 þ  e c ϕ Þ 

½ð3 e  þ  4 c ϕ  þ  e c 2 ϕ Þg ϕ  

þ ð 2 s ϕ  þ  e s 2 ϕ Þg r  ; ð1 0 6 Þ 

e  ˙ϕ 0 ¼  
−

ffiffiffiffi 
p

p

2
ffiffiffiffiffiffi 
M t

p  
ð1 þ  e c ϕ Þ 

½ðe  þ  2 c ϕ  þ  e c 2 ϕ Þg r  

− ð4 s ϕ  þ  e s 2 ϕ Þ g ϕ  ð1 0 7 Þ 

a n d  E q. ( 1 0 0).
T h e z er ot h or d er s ol uti o n of t h e s et of e q u ati o ns c a n b e

o bt ai n e d fr o m t h e P P or bit u n d er  G W d e c a y

p p p ¼ r  p p ; ðe c ϕ Þ p p ¼  0 ; ðe s ϕ Þ p p ¼ −
2

3

1

ω t g w

: ð1 0 8 Þ 

T o fi n d t h e ti d al c orr e cti o n,  w e first i g n or e  G W d e c a y
a n d c o nsi d er a s yst e m i nt er a cti n g j ust d u e t o t h e e q uili b -

ri u m ti d e  wit h a r a di al a c c el er ati o n g
ðt;e q Þ 
r . S u c h a

c o ns er v ati v e s yst e m p er mits a s ol uti o n  wit h ˙ p ¼  ˙ e ¼  0

a n d c ϕ  ¼  1 ,  w hi c h i n di c at es e ˙ ϕ 0 ¼  e ˙ ϕ . Fr o m  E qs. ( 1 0 0)
a n d ( 1 0 7),  w e h a v e

e c ϕ  ≃ −  
g

ðt;e q Þ 
r  

M t= r
2
p p

: ð1 0 9 Þ 

T h e s a m e r es ult c a n als o b e o bt ai n e d b y first c o m bi ni n g

E qs. ( 9 8) a n d ( 1 0 0) t o g et ˙ ϕ 2 ¼ ð M t= r
3 Þð1 þ  e c ϕ Þ, a n d

t h e n c o m p ar e it  wit h  E q. ( 7 5) or  E q. ( 5 2) wit h  r  s et t o z er o.
N ot e a g ai n t h e a b o v e e q u ati o n is a c c ur at e o nl y b ef or e

m o d e r es o n a n c e; a n a d diti o n al os cill at or y c o m p o n e nt i n
e c ϕ  will b e e x cit e d b y t h e d y n a mi c al ti d e i n t h e p ost-
r es o n a n c e r e gi m e ( S e c. I V  C).  N o n et h el ess,  E q. ( 1 0 9) is
s uffi ci e nt f or us t o fi n d t h e d e vi ati o n i n p  c a us e d b y ti d e,
w hi c h f oll o ws fr o m  E q. ( 1 0 5),

Δ  ̇p

ṙ  p p

¼  
3

2

Δ p  

r  p p

þ  
Δ g ϕ  

g ϕ  

− e c ϕ : ð1 1 0 Þ 

T h e Δ g ϕ  t er m c o nt ai ns t w o c o ntri b uti o ns,

Δ g ϕ  ¼  g  
ðtÞ 
ϕ  þ  Δ g

ðg w Þ 
ϕ  : ð1 1 1 Þ 

T h e first pi e c e is d u e t o t h e ti d al t or q u e [ m ai nl y fr o m t h e
d y n a mi c al ti d e;  E q. ( 5 5)].  T h e s e c o n d pi e c e is b e c a us e t h e
G W a c c el er ati o n is  m o difi e d b y t h e ti d e.  B y r e pl a ci n g

ðr;  ˙ ϕ Þ i n t h e s e c o n d e q u alit y i n  E q. ( 7 0) wit h os c ul ati n g
v ari a bl es,  w e h a v e

Δ g
ðg w Þ 
ϕ  

g
ðg w Þ 
ϕ  

≃ −  
9

2

Δ p  

r  p p

þ  7 e c ϕ  ð1 1 2 Þ 
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C o ns e q u e ntl y,  w e c a n r e writ e t h e e q u ati o n g o v er ni n g t h e
e v ol uti o n of Δ p  as

Δ  ̇p

ṙ  p p

¼  

  

− 3
Δ p  

r  p p

þ  
g

ðtÞ 
ϕ  

g
ðg w Þ 
ϕ  

− 6
g

ðt;e q Þ 
r  

M t= p 2
0

  

: ð1 1 3 Þ 

T h e s ol uti o n of t his e q u ati o n is gi v e n b y

Δ p ðtÞ ¼  
1

r 3
p p

Z  

r 3
p p ṙ  p p

g
ðtÞ 
ϕ  

g ϕ 0

− 6
g

ðt;e q Þ 
r  

M t= r
2
p p

!  

dt;  

¼  
1

r 3
p p

Z  

r 3
p p

g
ðtÞ 
ϕ  

g ϕ 0

− 6
g

ðt;e q Þ 
r  

M t= r
2
p p

!  
d r  p p

d ω  
d ω ; ð1 1 4 Þ 

N ot e t h at  w hil e  w e c h a n g e t h e v ari a bl e t o ω  i n t h e s e c o n d
li n e f or e asi er e v al u ati o n of t h e i nt e gr al [ as t h e  m o d e
a m plit u d es ar e gi v e n i n u  a n d u  is tr e at e d as a f u n cti o n of ω ;
E qs. ( 2 3), ( 3 0), ( 2 6)], h er e Δ p ðtÞ is t h e c h a n g e i n p  
m e as ur e d at a fi x e d ti m e ( ass u mi n g t h e ti d al a n d P P or bits
ar e ali g n e d at p ast i nfi nit y).  Aft er e v al u ati n g t h e i nt e gr al t o
a c ert ai n fr e q u e n c y ω ,  w e  m a p it b a c k t o t h e d esir e d ti m e
a c c or di n g t o

tðω Þ ≃ t p p ð ω Þ þ Δ tðω Þ ≃ t p p ðω  − Δ ω Þ; ð1 1 5 Þ 

w h er e tp p is t h e P P  m a p pi n g fr o m ω  t o t, Δ t is fr o m

E q. ( 7 3), a n d Δ ω  is c o m p ut e d fr o m  E q. ( 1 1 9) w hi c h  w e  will
i ntr o d u c e s h ortl y.

We c a n c o m p ar e t h e si z es of t h e t w o t er ms i n t h e
p ar e nt h esis i n  E q. ( 1 1 4). First,  w e n ot e t h at

g ϕ 0

M t= p 2
0

∼  
ṙ  

ω r  
: ð1 1 6 Þ 

T h er ef or e,

g
ðtÞ 
ϕ  = g ϕ 0

g
ðtÞ 
r  = ðM t= p 2

0 Þ  
∼  

ω r g ϕ  

ṙ g r  

; ð1 1 7 Þ 

w hi c h b e c o m es t h e c o m p aris o n s h o w n i n  E qs. ( 6 3) a n d
( 6 4). I n p arti c ul ar,  w h er e as i n t h e e q uili bri u m li mit, t h e
r a di al a c c el er ati o n pl a ys t h e  m aj or r ol e, n e ar  m o d e r es o-
n a n c e it is t h e t or q u e t h at d o mi n at es t h e or bit e v ol uti o n.

If  w e i g n or e t h e e c ϕ  t er m a n d a d o pt t h e s a m e st ati o n ar y
p h as e a p pr o xi m ati o n t h at l e a ds t o  E q. ( 6 5), w e c a n
a p pr o xi m at el y c arr y o ut t h e i nt e gr al i n  E q. ( 1 1 4) as

Δ p ðtÞ ≃ −  

  
r  p p ; r 

r  p p

  
3 E  

ði n erti alÞ 
m o d e ð ∞ Þ 

μ ω 2
r  r r  

½1 þ t a n h u ðtÞ; 

≃ − ṙ p p ðtÞΔ ta  

1 þ t a n h u ðtÞ 

2
: ð1 1 8 Þ 

T h e t a n h f u n cti o n is i ntr o d u c e d t o s m o ot hl y c o n n e ct t h e pr e
a n d p ostr es o n a n c e v al u es.  Alt er n ati v el y, t h e s a m e r es ult c a n
b e o bt ai n e d b y n oti ci n g t h e c h a n g e i n p  at a gi v e n fr e q u e n c y
f  ¼ ω = π  is n e arl y z er o as Δ p ðf Þ ≃ ð4 = 3 Þe c ϕ  ≃ 0 b as e d o n
E q. ( 1 0 0).  E q. ( 1 1 8) t h e n f oll o ws t h e s a m e ar g u m e nt t h at
l e a ds t o  E q. ( 9 2).

O n c e  w e h a v e Δ p  c al c ul at e d,  w e c a n c o m p ut e t h e
fr e q u e n c y a n d p h as e s hifts as f u n cti o ns of t.

Δ ω  

ω  
¼ −

3

2

Δ p  

r  p p

þ 2 e c ϕ  ≃ −  
3

2

Δ p  

r  p p

−  
2 g

ðt;e q Þ 
r  

M t= r
2
p p

; ð1 1 9 Þ 

Δ ϕ ðtÞ ¼  

Z  

Δ ω dt  ≃  

Z  
Δ ω  

ω̇  p p

d ω : ð1 2 0 Þ 

T h e r es ult a nt Δ ϕ  is s h o w n i n t h e r e d li n e i n t h e b ott o m
p a n el of Fi g. 4 f or t h e l ¼ 3 ti d e.  We us e ½− l gðtc = M t −  
t = Mt þ 1 Þ as a  m o difi e d ti m e c o or di n at e  wit h tc  t h e ti m e
w h e n r  ¼ 2 R .  N ot e t h at  w h e n c o m p ut e d as a f u n cti o n of
ti m e, t h e a m o u nt of os cill ati o ns i n t h e p ostr es o n a n c e p art is
m u c h  mil d er a n d it  will b e q u a ntifi e d i n t h e f oll o wi n g
s e cti o n.

As o ur c o m p ut ati o n i s at t h e li n e ar or d er i n Δ p = p , it i s
a c c ur at e o nl y  w h e n t h e ti d e i s n ot t o o str o n g.  T hi s i s  w h y
i n t h e fi g ur es,  w e h a v e f o c u s e d o n t h e l ¼ 3 ti d e
w h e n c o m p ari n g t h e n u m eri c al a n d a n al yti c al c al c ul a -
ti o n s.  T h e b a c kr e a cti o n s ar e i n cl u d e d f or t h e l ¼ 3 ti d e
a n d t h e l ¼ 2 c o ntri b uti o n s h a v e b e e n e x cl u d e d.  T hi s d o es
n ot i m p a ct  m u c h t h e c al c ul ati o n of Δ ϕ a  f or t h e l ¼ 3
f- m o d e b e c a u s e t h e l ¼ 3 is e x cit e d at a l o w er fr e q u e n c y
(ω r  = ð2 π Þ ¼ 5 1 0 H z), or a n e arli er ti m e, c o m p ar e d t o t h e
l ¼ 2 m o d e ( ω r  = ð2 π Þ ¼ 9 5 0 H z). F or c o m pl et e n e s s,  w e
s h o w i n Fi g. 5 t h e p h as e s hift i n d u c e d b y t h e l ¼ 2 ti d e
( wit h t h e ti d al b a c k r e a cti o n s fr o m t h e l ¼ 3 c o m p o n e nt s
t ur n e d off).  T h e a n al yti c al e sti m ati o n s [ E q. ( 8 8)] st art t o
l o s e a c c ur a c y, e m p h a si zi n g t h e n e e d t o i n c or p or at e hi g h er
or d er eff e ct s [ w hi c h i n cl u d es b ot h hi g h er or d er t er m s i n
Δ p = r  t h at c o m e i n at ðR = r Þ 1 0 a n d hi g h er or d er t er m s i n
ξ = R  t h at c o m e i n at ðR = r Þ 8 ]. I nt er e sti n gl y, fr e q u e n c y i s n o
l o n g er a  m o n ot o ni c f u n cti o n of ti m e  w h e n t h e l ¼ 2 ti d e i s
i n cl u d e d a n d t hi s c a n b e s e e n fr o m t h e b a c k w ar d t ur ni n g
of t h e gr a y li n e i n t h e t o p p a n el of Fi g. 5 .  T hi s is d u e t o t h e
e x cit ati o n of or bit al e c c e ntri citi e s b y t h e d y n a mi c al ti d e,
w hi c h  w e  will di s c u s s i n S e c. I V  C b el o w ( s e e al s o Fi g. 7 ).

C.  E c c e nt ri citi es  e x cit e d  b y  t h e d y n a mi c al  ti d e 

I n t his s e cti o n,  w e dis c uss t h e or bit al d y n a mi cs i n t h e
p ostr es o n a n c e p art, f o c usi n g o n t h e e c c e ntri cit y e x cit e d b y
t h e d y n a mi c al ti d e.

W hil e a n o n z er o e c c e ntri cit y e  a p p e ars i n t h e os c ul ati n g
v ari a bl es e v e n i n t h e pr e-r es o n a n c e r e gi m e, c a uti o n is
r e q uir e d  w h e n i nt er pr eti n g t his r es ult.  W hil e b ot h t h e
G W d e c a y a n d t h e e q uili bri u m ti d e c a n c a us e a fi nit e
“ e c c e ntri cit y ”  i n t h e os c ul ati n g e q u ati o ns [s e e  E qs. ( 1 0 8)
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a n d ( 1 0 9)], t h es e eff e cts d o n ot br e a k t h e q u asi cir c ul ar
a p pr o xi m ati o n of t h e or bit.  T his is b e c a us e t h e ar g u m e nt of
p eri c e nt er ϕ 0 pr o c e e ds at t h e s a m e r at e as ϕ  its elf.  M or e
s p e cifi c all y,  w e h a v e

t a nðϕ  − ϕ  0 Þ ≃  
2

3

1

ω t g w

M t= r
2
p p

g
ðt;e q Þ 
r  

; ðe q uili bri u m ti d e o nl y Þ 

ð1 2 1 Þ 

w hi c h e v ol v es o nl y o n t h e  G W d e c a y ti m es c al e,  m u c h
l o n g er t h a n t h e or bit al d e c a y ti m es c al e.  T his  m e a ns t h e
s e p ar ati o n r  e v ol v es als o sl o wl y o v er ∼ tg w . S e e als o

R ef. [8 1 ] o n r el at e d dis c ussi o ns.
I n c o ntr ast, o n c e a  m o d e is e x cit e d, t h e i nt er a cti o n e n er g y

c h a n g es o n a ti m es c al e ½m ðω  − ω r Þ
− 1 ,  w hi c h c a n b e  m u c h

f ast er t h a n t h e  G W d e c a y ti m es c al e.  T h er ef or e, t h e or bit
c a n n ot s ettl e at t h e b ott o m of t h e eff e cti v e p ot e nti al a n d
t h er ef or e c a n n ot r e m ai n q u asi cir c ul ar d u e t o t h e i nt er a cti o n

e n er g y b ei n g os cill at or y. I nst e a d, a f or c e d e c c e ntri cit y is
e x cit e d [8 2 ].  T h e r es ults ar e n u m eri c all y c o nfir m e d i n
Fi gs. 6 a n d 7 .  T o q u a ntif y t his,  w e n ot e t h at t h e bi n ar y
s e p ar ati o n r  a n d its ti m e d eri v ati v e ˙ r d o n ot d e p e n d o n e  
al o n e b ut i nst e a d d e p e n d o n e c ϕ  a n d e s ϕ .  O ur g o al is
t h er ef or e t o fi n d a p pr o xi m at e e x pr essi o ns f or t h e os cill at or y
p arts i n e c ϕ  a n d e s ϕ  as t h e y ar e t h e t er ms c a usi n g d e vi ati o ns
t o t h e q u asi cir c ul ar a p pr o xi m ati o n.

T o pr o c e e d,  w e st art  wit h t h e ass u m pti o n t h at e c ϕ  ≃  
Δ p = r p p is s m all.  T his ass u m pti o n  will b e j ustifi e d l at er.  T o
esti m at e e s ϕ  t h e n,  w e n ot e fr o m  E q. ( 9 9) t h at e s ϕ  ∝ ˙ r ≃ ˙ p ,
a n d fr o m  E q. ( 1 0 5) w e h a v e ˙ p ∝ g ϕ .  T h er ef or e,  w e arri v e at

ðe s ϕ Þ ðos c Þ ≃ −  
g

ðtÞ 
ϕ  

g
ðg w Þ 
ϕ  

ð e s ϕ Þ p p ¼ 2
g

ðtÞ 
ϕ  

M t= r
2
p p

; ð1 2 2 Þ 

w h er e  w e h a v e us e d t h e s u p ers cri pt “ ( os c)”  t o e m p h asi z e
t h at it is t h e os cill at or y c o m p o n e nt, i n c o ntr ast t o t h e

s e c ul ar c o m p o n e nt i n  E q. ( 1 0 8).  T o esti m at e ðe c ϕ Þ ðos c Þ , w e
n ot e t h at ðϕ  − ϕ 0 Þ ≃ − 3 π = 2 , s o

d  

dt  
ðe c ϕ Þ ðos c Þ ≃ e  p p ðω  − ϕ̇ 0 Þ; 

≃ ω  

  

− ðe s ϕ Þ p p þ  2
g ϕ  

M t= r
2
p p

  

≃  
2

ω r  p p

g
ðtÞ 
ϕ  : ð1 2 3 Þ 

I nt e gr ati n g t h e e q u ati o n a n d a p pr o xi m at e q u a ntiti es v ar y-
i n g o n t h e  G W d e c a y ti m es c al e as c o nst a nts [ or e q ui v-
al e ntl y, d oi n g i nt e gr ati o n b y p arts a n d i g n ori n g t er ms
s u p pr ess e d b y 1 = ðω tg w Þ],  w e h a v e

ðe c ϕ Þ ðos c Þ ≃  
2

ω r  p p

Z  

g
ðtÞ 
ϕ  dt;  ð1 2 4 Þ 

F urt h er,

FI G. 6.  Os cill at or y e c c e ntri citi es i n e x cit e d b y t h e l ¼  3
d y n a mi c al ti d e.

FI G. 5. Si mil ar t o Fi g. 4 b ut f or t h e l ¼  2 ti d e.  T h e a n al yti c al
c al c ul ati o ns [ e. g.,  E q. ( 8 8)] b e c o m e i n a c c ur at e b e c a us e t h e ti d al
p ert ur b ati o n is s o l ar g e a n d k e e pi n g o nl y t er m s li n e ar i n Δ p = r p p

is n o l o n g er s uffi ci e nt.
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g
ðtÞ 
ϕ  ≃ −  

1

ðl a  þ  1 Þ 

ġ  
ðtÞ 
r  

ω  − ω r  

; ð1 2 5 Þ 

g
ðtÞ 
r  ≃  

la  þ  1

m 2
a  

ġ
ðtÞ 
ϕ  

ω  − ω r  

ð1 2 6 Þ 

i n t h e p ostr es o n a n c e r e gi m e.  Usi n g  E q. ( 1 2 5) t o e v al u at e
R  

g
ðtÞ
ϕ dt ,  w e h a v e

ðe c ϕ Þ ðos c Þ ≃ −  
2

l þ  1

g
ðtÞ 
r  

M t= r
2
p p

; ð1 2 7 Þ 

w h er e  w e h a v e r e pl a c e d t h e ðω  − ω r Þ p art i n  E q. ( 1 2 5)
b y ω  t o a v oi d di v er g e n c e n e ar r e s o n a n c e a n d it d o e s n ot
aff e ct  m u c h t h e p ostr es o n a nt esti m ati o n s.  N ot e t h at

ðe c ϕ Þ ðt;os c Þ = ðe s ϕ Þ ðt;o s c Þ ≃ l =ðl þ  1 Þ 2 <  1 ,  w hi c h is c o nsis-
t e nt  wit h t h e as s u m pti o ns  w e  m a d e at t h e b e gi n ni n g.

T h e c o m p aris o n b et w e e n t h e n u m eri c al a n d a n al yti c al
esti m ati o ns of t h e os cill at or y e c c e ntri cit y is s h o w n i n Fi g. 6
f or t h e l ¼  3 ti d e ( wit h l ¼  2 ti d e e x cl u d e d).  T o n u m eri-
c all y e xtr a ct t h e os cill at or y c o m p o n e nt,  w e us e  E qs. ( 1 0 3)
a n d ( 1 0 4) t o c o m p ut e t h e t ot al e c c e ntri citi es fr o m t h e

n u m eri c al ðr;  ̇  r; ϕ ; ˙ ϕ Þ a n d t h e n r e m o v e t h e P P v al u es gi v e n
i n  E q. ( 1 0 8).  T h e e q uili bri u m ti d e c a n als o c a us e a s e c ul ar
c o ntri b uti o n t o e c ϕ  [ E q. ( 1 0 9)], y et n u m eri c all y it is
s uffi ci e ntl y s m all t o b e i g n or e d.  T h e a n al yti c al esti m ati o ns
ar e a c c ur at e f or a s m all r a n g e of fr e q u e n ci es aft er  m o d e
r es o n a n c e a n d l os e a c c ur a c y i n t h e l at er e v ol uti o n.
N o n et h el ess, t h e y pr o vi d e a d e c e nt esti m ati o n of t h e or d er
of  m a g nit u d e f or t h e d e vi ati o n fr o m t h e q u asi cir c ul ar
a p pr o xi m ati o n. I nt er esti n gl y, t h e  m a g nit u d e of t h e e c c e n -

tri citi es i n cr e as es  wit h fr e q u e n c y as t h e  m a g nit u d e of g
ðtÞ
r; ðϕ Þ 

i n cr e as es.
T h e n u m eri c all y e xtr a ct e d e c c e ntri cit y d u e t o t h e l ¼  2

ti d e is s h o w n i n Fi g. 7 .  H er e i n t h e t o p p a n el,  w e pr es e nt
als o t h e i nst a nt a n e o us  G W fr e q u e n c y (still d efi n e d t hr o u g h

f  ¼  ˙ ϕ = π ) as a f u n cti o n of ti m e,  w hi c h is n o l o n g er a
m o n ot o ni c all y i n cr e asi n g f u n cti o n as i n t h e P P c as e.  T his
c o nfir ms t h e e c c e ntri cit y e x cit ati o n as s h o w n i n t h e  mi d dl e
a n d b ott o m p a n els.  T h e  m a g nit u d e of t his e c c e ntri cit y c a n
e x c e e d 0. 0 5 n e ar t h e e n d of t h e i ns pir al.  A n esti m ati o n of its
d et e ct a bilit y  will b e pr es e nt e d l at er i n S e c. I V  D.

L astl y,  w e esti m at e t h e  m a g nit u d e of t h e os cill at or y
e c c e ntri cit y as a f u n cti o n of t h e p h as e s hift Δ ϕ a  [ E q. ( 8 5)].
We h a v e

Δ E  e q ≃ ω r μ r r g
ðtÞ 
ϕ  tr es; ð1 2 8 Þ 

Δ ϕ  ≃ ω r  

Δ E  e q

Ė  p p

; ð1 2 9 Þ 

w h er e tr es ¼  
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi 
1 =  ̇ω r  

p  
is t h e d ur ati o n of r es o n a n c e.  We t h us

h a v e

e s ϕ  ∼ jΔ ϕ j 

  
r r  

r  

  
l 

ðω r  t g w ;rÞ
− 3 = 2 : ð1 3 0 Þ 

W hil e t h e  m a g nit u d e of t h e f or c e d e c c e ntri cit y i n cr e as es as
1 = r l ∝ ω 2 l =3 , its o v er all  m a g nit u d e is s u p pr ess e d b y t h e

l ar g e f a ct or of ðω r tg w ;r Þ
3 = 2 ∝ ω − 5 = 2

r  .  T h e p ostr es o n a n c e
e c c e ntri cit y is t h er ef or e l ess si g nifi c a nt c o m p ar e d t o t h e
p h as e s hift f or  m o d es e x cit e d e arli er d uri n g t h e i ns pir al
( e. g., gr a vit y a n d i n erti al  m o d es).

D.  G W  f r o m t h e d y n a mi c al  ti d e 

W hil e t h e d o mi n a nt i m p a ct of t h e ti d e is t h e p h as e s hift
dis c uss e d i n Fi gs. 4 a n d 5 ,  w e als o c o nsi d er a d diti o n al
f e at ur es c a us e d b y t h e d y n a mi c al ti d e. I n p arti c ul ar, o n c e

FI G. 7.  T h e t o p p a n el s h o ws t h e fr e q u e n c y-ti m e r el ati o n  w h e n
t h e l ¼  2 ti d e is i n cl u d e d.  T h e fr e q u e n c y is c o m p ut e d

f  ¼  ˙ ϕ = π  ¼  ω = π .  T h e  mi d dl e a n d b ott o m p a n els ar e si mil ar t o
Fi g. 6 a n d it s h o ws t h e e c c e ntri cit y e x cit e d b y t h e l ¼  2
d y n a mi c al ti d e.  All r es ults s h o w n i n t his fi g ur e ar e e xtr a ct e d
n u m eri c all y.
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t h e f- m o d e is r es o n a ntl y e x cit e d, it  will ri n g at its n at ur al
fr e q u e n c y (¼  m a ω r  i n t h e i n erti al fr a m e) a n d e mit  G W
a c c or di n gl y.  T his is si mil ar t o t h e p ost m er g er os cill ati o n of
t w o n o ns pi n ni n g  N Ss [4 5 ,8 3 – 9 0 ]. F or t h e os cill ati o n t o b e
e x cit e d d uri n g t h e i ns pir al st a g e, it r e q uir es eit h er a hi g hl y
e c c e ntri c or bit or a r a pi d, a nti ali g n e d s pi n of t h e  N S.
N u m eri c al si m ul ati o ns [9 1 ,9 2 ] h a v e c o nfir m e d t h e f or m er
c as e, a n d o ur st u d y ai ms t o pr o vi d e a d et ail e d dis c ussi o n of
t h e l att er s c e n ari o  w h e n t h e  N S is r a pi dl y s pi n ni n g. F urt h er,
t h e d e vi ati o n fr o m t h e q u asi cir c ul ar a p pr o xi m ati o n ( Fi g. 7 )

all o ws  G W t o b e e mitt e d at fr e q u e n ci es ot h er t h a n ˙ ϕ = π  f or
t h e q u a dr u p ol e  G W.  B ot h eff e cts ar e e x a mi n e d i n t his
s e cti o n f or t h e l ¼  2 ti d e t h at d o mi n at es t h e b a c k r e a cti o n.

T o c o m p ut e t h e  G W str ai n fr o m t h e os cill ati n g f- m o d e,
w e us e t h e q u a dr u p ol e f or m ul a [7 7 ],

h i j ¼  
2

D L  

  Q hi ji : ð1 3 1 Þ 

Fr o m  E q. ( 3 8), w e h a v e

 Q i j 
ns ≃ − 2 N 2 ð2 ω r Þ

2 M 1 R
2
1 I a  

× R e ½ðY i j 
2 2 Þ  

  c a  e
− 2 iω  r  tþ iψ  r  ; ð1 3 2 Þ 

w h er e  w e h a v e e x pr ess e d t h e  m o d e a m plit u d e i n t er ms of
c a  ¼  q a  e x p ½iðω a t − ψ r Þ w hi c h st a ys n e arl y c o nst a nt aft er
r es o n a n c e.  T h e s u bs cri pt a  st a n ds f or t h e f  m o d e  wit h
ðla ; jm a jÞ ¼  ð2 ; 2 Þ a n d t h e f a ct or of 2 c o m es fr o m s u m mi n g
o v er m a  ¼  2 c o ntri b uti o ns.

T h e str ai n t e ns or c a n b e pr oj e ct e d t o t h e t w o p ol ar -
i z ati o ns as

h  þ  ¼  
1

2
ðe i 

X  e  jX  − e  i Y  e
j
Y  Þh i j; ð1 3 3 Þ 

h × ¼  
1

2
ðe i 

X  e  jY  þ  e i 
Y  e

j
X  Þ h i j; ð1 3 4 Þ 

w h er e e X  ¼ ð c os ψ ; − si n ψ ;0 Þ, e Y  ¼ ð c os ι si n ψ ; c os ι c os ψ ; 
− si n ιÞ.  T h e a n gl e ι is t h e li n e of si g ht a n d ψ  s p e cifi es t h e
x- a xis of t h e d et e ct or r el ati v e t o t h e or bit.  We h a v e

h ns
þ  ¼ −

ð1 þ  c os 2 ιÞ 

2

  
2 ω  r  
ω 1

  
2

h ns
0 R e ½c a e

− i2 ω r tþ iψ 0 ; ð1 3 5 Þ 

h ns
× ¼  c os ι 

  
2 ω r  

ω 1

  
2

h ns
0 I m½c a  e

− i2 ω  r  tþ iψ  0 ; ð1 3 6 Þ 

w h er e ω 2
1 ¼  M 1 = R 3

1 , ψ  0 ¼  ψ r  − 2 ψ , a n d

h ns
0 ¼  

ffiffiffiffiffiffiffiffi 
3 2 π  

1 5

r  
M 2

1

R 1 D L  

I a : ð1 3 7 Þ 

F or t h e r est of t h e dis c ussi o ns,  w e  will ass u m e t h at t h e
d et e ct or ’s a nt e n n a r es p o ns e is s u c h t h at t h e o bs er v e d str ai n

is gi v e n b y h þ .  T o g ai n s o m e a n al yti c al i nsi g hts,  w e c a n
r e pl a c e c a  wit h t h e as y m pt oti c  m o d e e n er g y,  E q. ( 5 9),
l e a di n g t o

h ns
þ  ≃  

ð1 þ  c os 2 ιÞ 

2
A ns c os ð2 ω r  t þ  ψ 0 

0 Þ; ð1 3 8 Þ 

w h er e

A ns ≃  

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi 
ω r  tg w ;r

4 π  

r    
M 2

M t 

   
ω a 0

ω 1

   
2 ω r  

ω 1

  
3 k 2 0 M

2
1

R 1 D L  

∝ ω 1 3 = 6
r  : ð1 3 9 Þ 

W hil e f or t h e l ¼  2 ti d e,  E q. ( 5 9) l os es a c c ur a c y b e c a us e of
t h e n e gl e cti n g of hi g h er- or d er eff e cts, it n o n et h el ess pr o-
vi d es t h e s c ali n g of t h e str ai n a m plit u d e  wit h diff er e nt
p ar a m et ers, i n p arti c ul ar t h e fr e q u e n c y, or ω r , at  w hi c h t h e
m o d e is r es o n a ntl y e x cit e d, h e n c e t h e s pi n r at e Ω s  as
m a ω r  ¼  ω a  þ  m a Ω s .  T h e F o uri er tr a nsf or m is gi v e n b y
( wit h f >  0 )

jh̃ ns
þ  ðf Þj ¼  j 

Z  

h ns
þ  e

i2 π ft dt j 

≃  
ð1 þ  c os 2 ιÞ 

2

A ns T  

2
si n c

  

ð2 π f  − 2 ω r  Þ  
T  

2

  

; ð1 4 0 Þ 

w h er e T  ≃ ð3 = 8 Þtg w ;r i s t h e a p pr o xi m at e d ur ati o n f or t h e

f- m o d e t o ri n g, s o jh̃ ns
þ  ðf Þj ∝ ω − 1 = 2

r  .  T his all o ws us t o
c o m p ut e t h e si g n al-t o- n ois e r ati o ( S N R ρ ) of t h e f- m o d e,

ρ 2 ¼  

Z  
4 f  ̃h   ð f Þ h̃ ðf Þ 

S ðf Þ 
d  l o g f;  ð1 4 1 Þ 

w hi c h v ari es sl o wl y  wit h r es p e ct t o ω r  w h e n t h e n ois e
p o w er s p e ctr al d e nsit y ( P S D) S ðf Þ is n e arl y fl at.

D a m pi n g o n t h e e x cit e d f- m o d e h as b e e n i g n or e d i n t h e
c al c ul ati o ns a b o v e.  T his is j ustifi e d b y n oti ci n g t h at t h e
e n er g y l oss fr o m t h e e x cit e d f- m o d e c a n b e esti m at e d as
[ ass u mi n g it is d o mi n at e d b y  G W r a di ati o n a n d ot h er
m e c h a nis ms, s u c h as  Ur c a r e a cti o ns [9 3 ] or n o nli n e ar fl ui d
i nst a biliti es [7 6 ], ar e s u b d o mi n a nt; cf.  E q. ( 7 7)]

Ė m o d e ¼  −  
8

1 5
W  2 2 hQ  

… ns
2 2 Q  

… ns
2 2

  
i: ð1 4 2 Þ 

T h e e n er g y- d a m pi n g ti m es c al e of t h e e x cit e d f- m o d e
is t h us

tm o d e ¼  
E  

ði n erti alÞ 
m o d e ð∞ Þ 

jĖ m o d e j 

¼  
3 π  

6 4

1

W 2 2 k 2 0

  
ω 1

ω r  


5
  

ω 1

ω a 0

  

ð M 1 ω 1 Þ
− 5 = 3 ω − 1

1 : ð1 4 3 Þ 
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T h e r ati o of t his ti m es c al e t o t h e r e m ai ni n g ti m e of t h e
i ns pir al is t h us

tm o d e
3
8 t g w ;r

¼  
1 2 π η  

5 W  2 2 k 2 0

  
M t 

M 1

  
5 = 3

  
ω 1

ω r  

  
7 = 3

  
ω 1

ω a 0

  

: ð1 4 4 Þ 

N u m eri c all y, t his r ati o is a b o ut 1 .4 × 1 0 3 f or t h e s yst e m  w e
c o nsi d er.  T h er ef or e, d a m pi n g of t h e f- m o d e c a n b e s af el y
i g n or e d.

I n Fi g. 8 w e s h o w t h e str ai n fr o m t h e la  ¼ j m a j ¼ 2 N S
f- m o d e e x cit e d b y t h e d y n a mi c al ti d e.  T h e r e d tr a c e is
c o m p ut e d b y pl u g gi n g i nt o  E q. ( 1 3 5) t h e n u m eri c al  m o d e
a m plit u d e c a  wit h t h e e q uili bri u m c o m p o n e nt [ E q. ( 1 8)]
r e m o v e d.  T h e s o ur c e is pl a c e d at a l u mi n osit y di st a n c e of
D L  ¼ 5 0 M p c.  T h e ti m e d o m ai n  w a v ef or m is s a m pl e d at a
r at e of 8 1 9 2  H z a n d t h e n tr a n sf err e d t o t h e fr e q u e n c y
d o m ai n.  T o a v oi d b o u n d ar y eff e cts i n t h e F o uri er tr a n s -
f or m,  w e l et t h e s yst e m e v ol v e t o r  ¼ R 1 a n d t h e n  wi n d o w
o ut t h e p orti o n  w h er e r <  2 .3 R 1 wit h h alf of a  H a n n
wi n d o w (i. e., t h e  wi n d o w f u n cti o n v ari e s fr o m 1 at ti m e
w h e n r  ¼ 2 .3 R 1 t o 0  w h e n r  ¼ R 1 ).  T h e  G W fr e q u e n c y
c orr e s p o n di n g t o t h e tr u n c ati o n is 1 3 9 0 H z ≃  0 .8 9 f is c o.
T h e S N R esti m at e is i n s e n siti v e t o t h e tr u n c ati o n l o c ati o n
b e c a u s e t h e a m plit u d e of t h e si g n al i n t h e fr e q u e n c y
d o m ai n is pr o p orti o n al t o t h e d ur ati o n of t h e si g n al, a n d
T  ∼  tg w ∼  f − 8 = 3 i s d o mi n at e d b y t h e l o w-fr e q u e n c y e n d

(i. e., t h e l o c ati o n of r e s o n a n c e). If  w e i n st e a d  m or e
c o ns er v ati v el y  wi n d o w o ut t h e p orti o n  w h er e r <  2 .6 R 1 ,
or f >  1 1 6 0 H z, t h e S N R is r e d u c e d o nl y b y 7 %.  As a

r ef er e n c e, t h e oli v e d ott e d li n e s h o ws t h e a n al yti c al
esti m ati o n b a s e d o n  E q. ( 1 4 0),  w hi c h o v er esti m at e s
( u n d er esti m at e s) t h e a m plit u d e ( wi dt h) t h e  wi dt h of t h e
p e a k.  We n o n et h el ess v erifi e d it s a c c ur a c y b y artifi ci all y
r e d u ci n g t h e  L o v e n u m b er b y a f a ct or of 1 0 0 t o eli mi n at e
hi g h er- or d er ðΔ r = r Þ eff e ct s.  Al s o pl ott e d i n t h e gr a y li n e is
t h e s e nsiti vit y of  C os mi c  E x pl or er ( C E) [9 4 – 9 6 ].

I nt er esti n gl y, t h e  G W fr o m t h e f- m o d e c a n b e d et e ct e d
wit h a n S N R ρ  ¼ 1 .3 f or a s o ur c e at 5 0  M p c fr o m t h e
n u m eri c al r es ult (r e d c ur v e i n Fi g. 8 ).  B e c a us e  C E’s
s e nsiti vit y is n e arl y fl at u p t o 1 0 0 0  H z, t h e S N R d o es n ot
v ar y  m u c h c o n c er ni n g t h e s pi n r at e of t h e  N S as l o n g as it is
m or e n e g ati v e t h a n t h e criti c al v al u e esti m at e d i n  E q. ( 1 2),
c o nsist e nt  wit h t h e s c ali n g dis c uss e d b el o w  E q. ( 1 4 0). At
Ω  ¼ − 2 π  × 3 0 0 H z,  w e c a n still r e c o v er t h e si g n al  wit h
ρ  ¼ 0 .8 . If t h e  N S is d es cri b e d b y t h e h ar d er  H 4  E O S, t h e n
t h e S N R b e c o m es ρ  ¼ 0 .9 w h e n Ω  ¼ − 2 π  × 2 0 0 H z, a n d
ρ  ¼ 2 w h e n − Ω  ≳  2 π  × 4 0 0 H z.  T his i n di c at es  G W fr o m
t h e  N S f- m o d e c a n b e a si g n at ur e t o l o o k f or i n a d diti o n t o
G W fr o m t h e or bit  wit h t h e n e xt g e n er ati o n of d et e ct ors
(i n cl u di n g  C E a n d t h e  Ei nst ei n  Tel es c o p e [9 7 ,9 8 ], as w ell as
t h e  N e utr o n St ar  E xtr e m e  M att er  O bs er v at or y [9 9 ] t h at h as a
s e nsiti vit y c o m p ar a bl e t o  C E  wit h f  ∼  a f e w × 1 0 0 0 H z).
T h e p e a kli k e f e at ur e of t his si g n al s h o ul d all o w it t o b e
d et e ct e d  wit h littl e d e g e n er a c y  wit h ot h er eff e cts fr o m t h e
or bit al i ns pir al, a n d i d e ntif yi n g t h e p e a k fr e q u e n c y dir e ctl y
c o nstr ai ns t h e c o m bi n ati o n of  N S f- m o d e fr e q u e n c y a n d its
s pi n r at e,  w hil e t h e h ei g ht pr o vi d es a d diti o n al i nf or m ati o n
o n t h e  L o v e n u m b er.

T h e d e vi ati o n of a q u asi cir c ul ar i ns pir al is a n ot h er eff e ct
c a us e d b y t h e d y n a mi c al ti d e t h at  w e  w a nt t o e x a mi n e. F or
t his,  w e d e c o m p os e t h e str ai n t e ns or i nt o  m o d es as

h  þ −  i h× ¼  
X  

m  

h 2 m − 2 Y  2 m ; ð1 4 5 Þ 

w h er e − 2 Y 2 m  i s s pi n  w ei g ht e d s p h eri c al h ar m o ni c  wit h s pi n
− 2 .  W h e n c o m p uti n g t h e d eri v ati v es of t h e or bit al q u a dr u-

p ol e Q or b
i j ¼ μ r ir j , w e r e pl a c e  r  a n d   ϕ usi n g  E qs. ( 5 2) a n d

( 5 3), l e a di n g t o

h 2 2 ¼ 4

ffiffiffi 
π  

5

r  

e − 2 iϕ  η M t 

D L  

  
M t 

r  
þ r 2 ϕ̇ 2

− r g r  − ṙ 2 þ i rðg ϕ  þ 2 ṙ ϕ̇ Þ  

  

: ð1 4 6 Þ 

I n t er ms of t h e os c ul ati n g v ari a bl es,  w e h a v e

h 2 2 ¼ h 0 e
− 2 iϕ  

  

1 þ  

  
3

2
e c ϕ  þ i e sϕ  

  

þ  
ð− g r  þ i gϕ Þ 

2 M t= p 2

  

; ð1 4 7 Þ 

w h er e

FI G. 8.  G W str ai n fr o m t h e la  ¼ j m a j ¼ 2 N S f- m o d e e x cit e d
b y t h e d y n a mi c al ti d e, ass u mi n g t h e s o ur c e is l o c at e d at D L  ¼  
5 0 M p c a n d t h e d et e ct or ’s a nt e n n a r es p o ns e is s u c h t h at t h e
o bs er v e d str ai n is h þ .  T h e r e d li n e is c o m p ut e d usi n g t h e
n u m eri c al  m o d e a m plit u d e a n d t h e oli v e d ott e d li n e is fr o m
t h e a n al yti c al esti m ati o n  E q. ( 1 4 0).  T h e s e nsiti vit y of t h e n e xt
g e n er ati o n of  G W d et e ct or  C os mi c  E x pl or e is s h o w n i n t h e gr a y
li n e.  T h e n u m eri c all y c o m p ut e d str ai n c a n b e d et e ct e d  wit h a
m at c h e d-filt eri n g S N R of ρ  ¼ 1 .3 .  Var yi n g t h e s pi n r at e of t h e  N S
d o es n ot aff e ct t h e S N R  m u c h.
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h 0 ¼ 8

ffiffiffi 
π  

5

r  
μ M t 

D L p  
: ð1 4 8 Þ 

B e c a us e g
ðtÞ 
r ðϕ Þ = ð2 M t= p 2 Þ ∼  ðe s ϕ Þ ðos c Þ [ E q. ( 1 2 2)], t h e n o n-

cir c ul ar c o m p o n e nt of t h e  G W c a n b e esti m at e d as

δ h 2 2 ∼  ð e s ϕ Þ ðos c Þ h 0 e
− 2 iϕ : ð1 4 9 Þ 

B e c a u s e ðe s ϕ Þ ðos c Þ ∼  c o s ½m a ðϕ  −  ω r tÞ,  w e s e e t h at δ h 2 2

h a s a c o m p o n e nt t h at v ari e s at 2 ω r  (t o g et h er  wit h a hi g h-
fr e q u e n c y c o m p o n e nt at 4 ω  −  2 ω r  w hi c h is o ut si d e t h e
s e nsiti vit y b a n d of a  G W d et e ct or).  T h er ef or e, t his eff e ct
s h o ul d b e a d d e d c o h er e ntl y  wit h t h e  G W fr o m t h e  N S
f- m o d e [ E q. ( 1 3 6) a n d ( 1 3 5)].

It is t h us i nt er esti n g t o c o m p ar e D L δ h 2 2 a n d h
ðns Þ 
2 2 .  T h e

G W str ai n fr o m t h e os cill at or y or bit al e c c e ntri cit y is

D L δ h 2 2 ∼  D L ðe s ϕ Þ ðos c Þ h 0 ∼  E 1 V a  b a ; ð1 5 0 Þ 

w h er e  w e h a v e r e pl a c e d ðe s ϕ Þ ðos c Þ i n t er ms of g t 
ϕ usi n g

E q. ( 1 2 2) a n d t h e n us e d  E q. ( 5 5).  O n t h e ot h er h a n d, t h e
G W str ai n fr o m e x cit e d  N S  m o d e is

D L h  
ðns Þ 
2 2 ∼  ω 2

a b a I a M 1 R
2
1 ≃  E 1 I a b a : ð1 5 1 Þ 

T h er ef or e, D L δ h 2 2 ∼  ðR 1 = r Þ 3 D L h
ðns Þ 
2 2 , a n d t h e  G W fr o m t h e

or bit al e c c e ntri cit y is s u b d o mi n a nt c o m p ar e d t o t h e  G W
fr o m  N S f- m o d e its elf.

V.  C O N C L U SI O N  A N D  DI S C U S SI O N  

T h e k e y c o n cl usi o n of t h e p a p er is t h e f oll o wi n g.
( 1) We s h o w e d a n e w a p pr o a c h t o a n al yti c all y s ol v e t h e

ti m e e v ol uti o n of  m o d e a m plit u d e, or e q ui v al e ntl y  N S
m ass  m ulti p ol es [ E q. ( 3 8)], i n t h e pr es e n c e of
r es o n a n c e, b y d e c o m p osi n g t h e a m plit u d e i nt o a
r es u m m e d e q uili bri u m c o m p o n e nt [i n cl u di n g fi nit e
fr e q u e n c y c orr e cti o ns;  E q. ( 1 8)] a n d a d y n a mi c al
c o m p o n e nt t h at is e x cit e d o nl y ar o u n d  m o d e r es o -
n a n c e [ E q. ( 2 3)].  T h e n e w f or m alis m si m plifi es t h e
n u m eri c al i m pl e m e nt ati o n as b ot h c o m p o n e nts r e -
m ai n fi nit e t hr o u g h o ut t h e e v ol uti o n.  T his a v oi ds t h e
n e e d t o s u btr a ct t w o di v er gi n g t er ms at  m o d e r es o -
n a n c e as r e q uir e d i n pr e vi o us a n al ysis [2 5 ,5 6 ,5 7 ].
F urt h er m or e, t h e s ol uti o n c a n b e e xt e n d e d i n t h e
p ostr es o n a n c e r e gi m e  w h er e as pr e vi o us  w or ks ar e
a c c ur at e o nl y u p t o t h e r es o n a nt fr e q u e n c y ( Fi g. 2 ).

( 2) T h e eff e cti v e L o v e n u m b er pr o p os e d i n, e. g.,
R ef s. [2 5 ,5 7 ] (κ l i n o ur n ot ati o n) c a n c a pt ur e t h e
r a di al b a c kr e a cti o n [ E q. ( 5 4)] b ut it d o es n ot
a c c o u nt f or t h e ti d al t or q u e [ E q. ( 5 5)].  T o c a pt ur e
t h e t or q u e, a n a d diti o n al dr es si n g f a ct or γ l ori gi -
n ati n g fr o m t h e i m a gi n ar y p art of t h e  L o v e n u m b er
of e a c h ðl; m Þ h ar m o ni c i s n e c e s s ar y [ E q. ( 4 7)].

N e ar  m o d e r es o n a n c e, it is t h e ti d al t or q u e t h at
d o mi n at es t h e i m p a ct o n t h e or bit ( Fi g. 3 ).  T h e
eff e cti v e  L o v e n u m b er i s al s o i ns uffi ci e nt t o d e -
s cri b e t h e fi nit e-fr e q u e n c y c orr e cti o n t o t h e  G W
r a di ati o n fr o m t h e i nt er a cti o n of  N S a n d or bit al
m as s  m ulti p ol e s [ E q. ( 8 0)], y et t hi s eff e ct i s
s u b d o mi n a nt c o m p ar e d t o t h e c o ns er v ati v e ti d al
t or q u e n e ar  m o d e r e s o n a n c e [ E q. ( 8 4)].

( 3) We c o m p ut e d t h e ti d al p h as e s hift as f u n cti o ns of
b ot h fr e q u e n c y a n d ti m e usi n g b ot h e n er g y- b al a n ci n g
ar g u m e nts a n d os c ul ati n g or bits ( S e c. I V  B).  T h e
d o mi n a nt eff e ct of  m o d e r es o n a n c e is a c o ns er v ati v e
e n er g y tr a nsf er fr o m or bit t o t h e  N S  m o d e [ E q. ( 6 5)].
C o nsist e nt  wit h t h e pr e vi o us a n al ysis, t his eff e ct c a n
b e a p pr o xi m at e d b y a s u d d e n c h a n g e i n t h e  w a v e -
f or m fr e q u e n c y [ E qs. ( 9 0) a n d ( 9 7)].  T h e eff e ct
s c al es li n e arl y  wit h t h e a m o u nt of p h as e s hift at
m o d e r es o n a n c e,  w hi c h c a n b e 0. 5 a n d 1 0 r a di a ns f or
t h e l ¼  3 a n d l ¼  2 f- m o d es, r es p e cti v el y (t o p p a n els
i n Fi gs. 4 a n d 5 ).  W hil e o ur a n al yti c al a p pr o xi m a-
ti o ns of t h e p h as e s hifts h a v e g o o d a c c ur a c y f or t h e
l ¼  3 f- m o d e ( Fi g. 4 ), f or t h e l ¼  2 f- m o d e li n e ar
t h e or y is i ns uffi ci e nt, as ill ustr at e d i n Fi g. 5 ; w e
dis c uss t his p oi nt b el o w.  We f urt h er c o nsi d er e d t h e
dissi p ati v e eff e ct d u e t o t h e i nt er a cti o n of  N S a n d
or bit al  m ass q u a dr u p ol es a n d s h o w e d t h e fi nit e
fr e q u e n c y c orr e cti o n c a n n ot b e c a pt ur e d  wit h t h e
eff e cti v e  L o v e n u m b er [ E q. ( 8 0)].  T h e d y n a mi c al ti d e
h as n o n et c o ntri b uti o n t o t his eff e ct [ E q. ( 8 3)].

( 4) F urt h er si g n at ur es ass o ci at e d  wit h t h e d y n a mi c al
ti d e  w er e e x a mi n e d i n S e cs. I V  C a n d I V  D. I n
p arti c ul ar, t h e or bit c a n n ot r e m ai n q u asi cir c ul ar aft er
a  m o d e ’s r es o n a n c e.  T h e e c c e ntri cit y e x cit e d b y t h e
d y n a mi c al ti d e c a n f urt h er c a us e t h e fr e q u e n c y t o
b e n o n m o n ot o ni c  wit h ti m e ( Fi g. 7 ).  T h e e x cit e d
f- m o d e c a n als o e mit  G W o n its o w n. S u c h a si g n al
c a n b e d et e ct e d  wit h a n S N R gr e at er t h a n u nit y at
5 0  M p c  wit h t h e n e xt g e n er ati o n of  G W d et e ct ors f or
a  wi d e r a n g e of  N S s pi n ( Fi g. 8 ).

W hil e  w e f o c us e d o n t h e r es o n a nt e x cit ati o n of f- m o d es,
o ur a p pr o a c h is g e n er al a n d c a n b e a p pli e d t o t h e r es o n a nt
e x cit ati o n of ot h er  N S  m o d es [2 3 ,3 1 ,3 3 – 4 4 ]. F or e x a m pl e,
t h e e q uili bri u m c o m p o n e nt of e a c h  m o d e  w o ul d all o w us t o
c o m p ut e t h e c orr e cti o n t o t h e eff e cti v e  L o v e n u m b er fr o m
ot h er  N S  m o d es (si mil ar t o, e. g.,  R ef. [5 9 ]).  O ur  E q. ( 1 8)
e n a bl es t h e i n c or p or ati o n of fi nit e-fr e q u e n c y c orr e cti o ns
w hil e a v oi di n g di v er g e n c e n e ar r es o n a n c e.  O n t h e ot h er
h a n d, o ur a n al ysis i n S e c. I V  C pr o v es t h at t h e p h as e s hift
n e ar  m o d e r es o n a n c e [ E qs. ( 7 4) a n d ( 1 2 0)] is t h e d o mi n a nt
d y n a mi c al ti d e eff e ct of l o w-fr e q u e n c y  m o d es (s u c h as
gr a vit y  m o d es)  w h er e as t h e p ostr es o n a n c e e c c e ntri cit y
e x cit e d b y s u c h a  m o d e is s u b d o mi n a nt [ E q. ( 1 3 0)].

As a c a v e at, o ur a n al ysis a d o pt e d a f e w si m plif yi n g
ass u m pti o ns. I n p arti c ul ar, o ur tr e at m e nt of t h e or bit al
d y n a mi cs is at t h e l o w est or d er (i. e.,  N e wt o ni a n). Si n c e t h e

D Y N A MI C A L  TI D E S  D U RI N G  T H E I N S PI R A L  O F  R A PI D L Y …  P H Y S.  R E V.  D 1 1 0,  0 2 4 0 3 9 ( 2 0 2 4)

0 2 4 0 3 9- 2 1



f- m o d e e x cit ati o n  m ai nl y h a p p e ns d uri n g t h e l at e i ns pir al
st a g e, r el ati visti c c orr e cti o ns ar e cr u ci al a n d  w e pl a n t o
u p gr a d e o ur st u d y t o t h e  E O B fr a m e w or k [2 5 ,5 6 ,5 7 ] t o
g e n er at e  w a v ef or ms t o b e us e d f or d at a a n al ysis.  Of
p arti c ul ar si g nifi c a n c e t o t h e d y n a mi c al ti d e ar e t h e
c orr e cti o ns t o t h e r es o n a n c e fr e q u e n c y pr o d u c e d b y r e ds hift
a n d fr a m e dr a g gi n g (s e e e. g., Fi g. 1 of  R ef. [2 5 ]).  T h es e
eff e cts f urt h er d et er mi n e t h e criti c al s pi n r at e r e q uir e d f or
t h e f- m o d es t o e x p eri e n c e r es o n a n c e.  T h e a m plit u d e of t h e
m o d e f urt h er d e p e n ds o n t h e d ur ati o n of r es o n a n c e t hr o u g h

t h e
ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi 
1 = ˙ ω r  

p
f a ct or [ e. g.,  E q. ( 2 3)], a n d i n t h e l at e i ns pir al

st a g e t h e or bit al d e c a y r at e c a n s e e si g nifi c a nt c orr e cti o ns
fr o m t h e hi g h er P N t er ms.  T h e p at h f or w ar d t o u p gr a di n g
o ur a n al ysis t o t h e  E O B f or m ul ati o n is  w ell- d efi n e d.  N ot e
t h at o ur ti d al  H a milt o ni a n H m o d e þ  H i nt pl a ys t h e s a m e r ol e
as H D T i n  R ef. [2 5 ],  w hi c h als o a c c o u nts f or r el ati visti c
r e ds hift a n d fr a m e dr a g gi n g.  T h e t ot al  H a milt o ni a n, t h e
c e ntr al p art of t h e  E O B f or m ul ati o n, is c o nstr u ct e d  w h e n
w e f urt h er s u m t h e ti d al  H a milt o ni a n t o t h e u p gr a d e P P
H a milt o ni a n,  w hi c h c a n b e f o u n d i n, e. g.,  R ef. [1 0 0 ].  M or e
s p e cifi c all y, o ur κ l c a n dir e ctl y r e pl a c e t h e eff e cti v e  L o v e
n u m b er i n  R ef. [2 5 ],  w hil e t h e γ l [ E q. ( 4 7)] t er m d es cri b es a
b a c kr e a cti o n t or q u e  missi n g i n pr e vi o us st u di es t h at s h o ul d
b e f urt h er i nt e gr at e d i nt o t h e  E O B e v ol uti o n e q u ati o ns.
B esi d es t h e c o ns er v ati v e d y n a mi cs, o ur  E qs. ( 8 0) a n d ( 8 2)
f urt h er pr o vi d e t h e fi nit e-fr e q u e n c y a n d d y n a mi c al ti d e
c orr e cti o ns t o t h e dissi p ati v e  G W r a di ati o n fr o m t h e
i nt er a cti o n b et w e e n  N S a n d or bit al q u a dr u p ol es,  w hi c h
i m pr o v es t h e e xisti n g  E O B  m o d els t h at c o m p ut e t h e
dissi p ati v e eff e cts u n d er t h e a di a b ati c li mit [s e e, e. g., t h e
dis c ussi o n b el o w e q. ( 5) of  R ef. [5 7 ] ].

At t h e s a m e ti m e, hi g h er- or d er s pi n c orr e cti o ns of t h e  N S
s h o ul d b e i n c or p or at e d f or t h e r a pi dl y s pi n ni n g  N Ss
c o nsi d er e d h er e.  We n ot e t h at s pi n c orr e cts t h e eff e cti v e
L o v e n u m b er [ E q. ( 4 5)] st arti n g at Ω 2 d u e t o t h e fi nit e
fr e q u e n c y r es p o ns e of t h e  m o d es.  T h e  m o difi c ati o n t o t h e
b a c k gr o u n d str u ct ur e als o e nt ers at t h e s a m e or d er [1 0 1 ],
y et s u c h a n eff e ct is i g n or e d i n t h e c urr e nt st u d y. F urt h er
i n v esti g ati o ns ar e h e n c e r e q uir e d.

O ur Fi g. 5 hi g hli g hts t h e n e e d f or d e v el o pi n g ti d al
t h e ori es i n s pi n ni n g  N Ss b e y o n d t h e li n e ar or d er i n b ot h
ðΔ r = r Þ a n d ( ξ = R ).  T h e hi g h er- or d er eff e ct i n ðΔ r = r Þ,
w hi c h c orr es p o n ds t o hi g h er- or d er b a c k r e a cti o ns f or m all y
e nt eri n g at ðR = r Þ 1 0 , c a n b e c a pt ur e d if  w e d o n ot us e a
cl os e d-f or m e x pr essi o n f or t h e ti d al p h as e s hift b ut i nst e a d
n u m eri c all y s ol v e t h e c o u pl e d diff er e nti al e q u ati o ns g o v -
er ni n g t h e e v ol uti o n of ti d e a n d or bit. F or c o m p ut ati o n al
effi ci e n c y, a h y bri d a p pr o a c h  m a y b e t a k e n  w h er e a n al yti -
c al e x pr essi o ns c a n b e  w h e n u  ≲  − 1 [ E q. ( 2 5)], a n d o nl y
t h e e v ol uti o n  wit h u  ≳  − 1 is tr a c k e d n u m eri c all y.

T o c a pt ur e hi g h er- or d er h y dr o d y n a mi c al eff e cts [i. e.,
hi g h er- or d er eff e cts i n ( ξ = R )], n e w p h ysi c al i n gr e di e nts
m ust b e i n cl u d e d.  At t h e l o w est or d er, t his i n cl u d es a d di n g a
t hr e e- w a v e i nt er a cti o n i n t h e  H a milt o ni a n [ E q. ( 4 8)] a n d a
n o nli n e ar c orr e cti o n t o t h e  m ass q u a dr u p ol e [ E q. ( 3 8)]; s e e

R ef. [7 3 ] f or d et ails.  T h e n o nli n e ar h y dr o d y n a mi c eff e cts
e nt er at ðR = r Þ 8 a n d t h er ef or e c a n b e  m or e si g nifi c a nt t h a n
t h e hi g h er- or d er b a c kr e a cti o n eff e cts. I n d e e d, as s h o w n i n
R ef. [7 3 ], t h e n o nli n e ar h y dr o d y n a mi c eff e ct eff e cti v el y
l o w ers t h e ei g e nfr e q u e n c y of a  m o d e, e n a bli n g f- m o d e
r es o n a n c e t o h a p p e n i n ( m or e r e alisti c)  N Ss  wit h  mil d er
s pi ns.  M or e o v er, t h e a n h ar m o ni cit y of t h e f- m o d e [1 0 2 ],
w hil e b ei n g a hi g h er or d er eff e ct i n ( R = r ), c a n b e c o m e
i m p ort as it is a m plifi e d b y  m o d e r es o n a n c e.  T h e la  ¼  2
f- m o d e c a n r e a c h a n e n er g y n e arl y 1 0 % of t h e bi n di n g
e n er g y  wit h r es o n a n c e,  w hi c h s u g g ests t h e eff e cti v e n at ur al
fr e q u e n c y of t h e f- m o d e  w o ul d b e l o w er t h a n t h e li n e ar v al u e
b y ∼ 1 0 % [7 3 ]. S u c h a c orr e cti o n c a n b e c o m e c o m p ar a bl e or
e v e n e x c e e d v ari o us r el ati visti c c orr e cti o ns c o nsi d er e d i n
R ef. [2 5 ].  T h e p e a k fr e q u e n c y of t h e  G W si g n al fr o m a
r es o n a ntl y e x cit e d f- m o d e ( Fi g. 8 )  will als o s hift d u e t o t h e
n o nli n e ar h y dr o d y n a mi c c orr e cti o ns ( cf. t h e a n h ar m o ni cit y
of a n os cill at or [1 0 2 ]).  A n ot h er t y p e of n o nli n e ar h y dr o-
d y n a mi c eff e ct is t h e e x cit ati o n of s m all-s c al e fl ui d i nst a -
biliti es s u c h as t h e p- g i nst a bilit y [4 ,7 6 ,1 0 3 – 1 0 5 ]. As t h e ti d e
d e vi at es  m or e fr o m t h e a di a b ati c li mit a n d r e a c h es hi g h er
e n er g y i n a s pi n ni n g  N S, c a n c ell ati o ns i n t h e i nst a biliti es
gr o wt h r at e  m a y b e r e d u c e d, p ot e nti all y a m plif yi n g t h eir
i m p a ct o n t h e  G W si g n al. F ut ur e i n v esti g ati o ns al o n g t h es e
dir e cti o ns ar e t h er ef or e cr u ci al.

T h e str o n g l ¼  2 ti d e i n t h e pr es e n c e of f- m o d e r es o-
n a n c e als o  m e a ns  w e n e e d t o b e c a uti o us  w h e n b uil di n g
fr e q u e n c y- d o m ai n p h e n o m e n ol o gi c al  m o d els i n cl u di n g
ti d es ( e. g.,  R ef. [5 4 ]).  As s h o w n i n Fi g. 7 , t h e q u asi cir c ul ar
a p pr o xi m ati o n is n o l o n g er a c c ur at e a n d t h e fr e q u e n c y
e v ol uti o n is n o l o n g er  m o n ot o ni c aft er t h e l ¼  2 f- m o d e’s
e x cit ati o n. I n t h e e x a m pl e s h o w n i n Fi g. 7 , t h e or bit hits
f  ¼  1 4 5 0 H z at 4 diff er e nt i nst a nts of ti m e.  As a r es ult, t h e
or bit is n ot u ni q u el y d efi n e d at a gi v e n fr e q u e n c y, vi ol ati n g
t h e u n d erl yi n g ass u m pti o n of  m a n y fr e q u e n c y- d o m ai n
p h e n o m e n ol o gi c al  m o d els.  N o n et h el ess, a p pr o a c h es si m -
il ar t o t h at pr o p os e d i n, e. g.,  R ef. [1 0 6 ] m a y b e a p pli e d t o
h a n dl e e c c e ntri cit y i n t h e fr e q u e n c y d o m ai n.

We d o n ot c o nsi d er t h e i m p a ct of  N S cr ust.
R ef er e n c e [4 4 ] s h o w e d t h at t h e pr es e n c e of a cr ust d o es
n ot aff e ct t h e f- m o d e  w e c o nsi d er h er e.  We n o n et h el ess
n ot e t h at t h e e n er g y st or e d i n t h e f- m o d e is l ar g e e n o u g h t o
p ot e nti all y br e a k t h e cr ust [4 2 ,4 3 ]. If t his d o es h a p p e n, its
i m p a ct o n t h e  G W si g n al ( b ot h t h e ti d al p h as e s hift a n d t h e
G W e missi o n fr o m t h e f- m o d e its elf) is u n cl e ar a n d r e q uir es
f urt h er i n v esti g ati o n.

B esi d es t h e ti d al p h as e s hift c o nsi d er e d i n t his  w or k, a
r a pi dl y s pi n ni n g  N S pr o d u c es ot h er  m att er eff e cts i n t h e
i ns pir al st a g e i n cl u di n g d e p h asi n g a n d pr e c essi o n (i n g e n eri c
s pi n c o nfi g ur ati o ns) d u e t o s pi n-i n d u c e d q u a dr u p ol e, s e e,
e. g.,  R ef. [1 1 ] a n d r ef er e n c es t h er ei n.  T h e p ost m er g er
os cill ati o n is y et a n ot h er si g n al d u e t o  m att er eff e cts  wit h
pr o misi n g d et e cti o n pr os p e cts.  A c o m pl et e  w a v ef or m  m o d el
s h o ul d c o h er e ntl y i nt e gr at e all t h es e c o m p o n e nts t o  m a xi -
mi z e t h e i nf or m ati o n t h at c a n b e e xtr a ct e d.
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S u p p os e a  mis ali g n e d s pi n is pr o d u c e d b e c a us e of t h e
d y n a mi c al f or m ati o n of t h e bi n ar y. I n t h at c as e, t h er e is als o a
p ossi bilit y t h at t h e bi n ar y  will h a v e s o m e r esi d u al e c c e ntri cit y
w h e n it e nt ers t h e s e nsiti vit y b a n d of a gr o u n d- b as e d  G W
d et e ct or [9 ,1 0 7 – 1 1 1 ].  Dis c ussi o ns of ti d es i n e c c e ntri c  B N S
s yst e ms  wit h v ar yi n g i niti al e c c e ntri citi es c a n b e f o u n d i n
R efs. [1 1 2 – 1 1 8 ]. I nt er esti n gl y,  R ef. [6 1 ] s h o w e d t h at f- m o d e
e x cit ati o ns o bs er v e d i n n u m eri c al r el ati vit y si m ul ati o ns ar e
n ot c a pt ur e d  wit h t h e eff e cti v e  L o v e n u m b er pr es cri pti o n.
T his is c o nsist e nt  wit h o ur fi n di n g b e c a us e t h e s ol uti o ns
c o nstr u ct e d f oll o wi n g  R efs. [2 5 ,5 6 ,5 7 ] d o n ot c orr e ctl y
c a pt ur e t h e os cill ati o n fr e q u e n c y of t h e  N S  m ass  m ulti p ol es
i n t h e p ostr es o n a n c e r e gi m e ( Fi g. 2 ).  A d e c o m p ositi o n of t h e
m ass  m ulti p ol es i nt o a n e q uili bri u m (f oll o wi n g t h e or bit al

p h as e) a n d a d y n a mi c al c o m p o n e nt ( c orr es p o n di n g t o t h e
e x cit e d os cill at or) si mil ar t o o ur  E q. ( 1 4) (s e e als o  R ef. [1 1 9 ])
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